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Zusammenfassung

Bei folgenden Vorlesungsnotizen handelt es sich um (inoffizielle) Mitschriften
zur ’Einführung in die Geometrie und Topologie’, die im Sommersemester 2021
an der Universität Bonn gehalten wird. Ich garantiere weder für Korrektheit
noch Vollständigkeit dieser Notizen, und bin dankbar für jegliche Art von Kor-
rektur, sowohl inhaltlich, als auch Tippfehler. Schreibt hierzu eine Mail, oder
nutzt das Issues feature auf GitHub.
Weitere Informationen zu diesem Skriptum finden sich bei GitHub oder auf der
Vorlesungshomepage.
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Übersicht der Vorlesungen 4

0 Motivation und Überblick 7
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Vorlesung 1: Einführung

Vorlesung 1
Di 13 Apr 2021

0 Motivation und Überblick

In der Topologie studieren wir topologische Räume. Diese verallgemeinern metrische
Räume. Wir wollen zwei metrische Räume X,Y als ’gleich’ ansehen, wenn es stetige,
zueinander inverse Abbildungen X Ñ Y, Y Ñ X gibt.

Beispiel 0.1. Betrachte ein Quadrat und einen Kreis, wir können sie durch
Streckung aufeinander abbilden. Gleiches gilt für eine Tasse und einen Donut.

–

Abbildung 1: Beispiele ’gleicher’ metrischer Räume (homöomorph)

Idee. Räume sind gewissermaßen aus ’Knete’.

Ziel. Wann sind zwei Räume gleich?

Dazu werden wir algebraische Invarianten verwenden.

Beispiel 0.2. Rn und Rm sind nicht ’gleich’ für n ‰ m.

Der Aufbau ist wie folgt:

1. Teil Grundlagen

2. Teil erste Invarianten: Fundamentalgruppe (dazu Überlagerungen)

0 MOTIVATION UND ÜBERBLICK 7



Vorlesung 1: Einführung

Teil I

Mengentheoretische Topologie

1 Metrische Räume

Definition 1.1 (Metrik). Eine Metrik auf einer Menge X ist eine Funktion
d : X ˆX Ñ Rě0 mit folgenden Eigenschaften:

(i) dpx, yq “ 0 ðñ x “ y

(ii) dpx, yq “ dpy, xq @x, y P X

(iii) (Dreiecksungleichung) dpx, zq ď dpx, yq ` dpy, zq.

Ein Metrischer Raum ist ein Paar pX, dq aus einer Menge X und einer Metrik
d auf X.

Definition 1.2 (Stetigkeit). Seien pX, dq und pX 1, d1q zwei metrische Räume.
Dann ist eine Funktion f : X Ñ Y stetig in x P X, falls

@ε ą 0 Dδ ą 0 @x1 : dpx, x1q ă δ ùñ d1pfpxq, fpx1qq ă ε.

Eine Funktion f heißt stetig, wenn sie in jedem Punkt x P X stetig ist.

Abbildung 2: Definition von Stetigkeit in metrischen Räumen

Beispiel 1.3. � Sei V ein reeller Vektorraum mit Norm ‖¨‖. Dann definiert

dpv, wq :“ ‖v ´ w‖.

1 METRISCHE RÄUME 8



Vorlesung 1: Einführung

eine Metrik auf V . Insbesondere ist Rn mit euklidischer Norm

‖px1, . . . , xnq‖2 “

b

x2
1 ` . . .` x

2
n.

dadurch ein metrischer Raum.

� Ist pX, dq ein metrischer Raum und Y Ď X eine Teilmenge, dann ist
pY, d|YˆY q ein metrischer Raum.

� Sei X eine Menge. Dann ist

dpx, yq “

#

0 falls x “ y

1 sonst
.

eine Metrik auf X, genannt die diskrete Metrik.

Notation 1.4. Sei X ein metrischer Raum. Für x P X und ε ą 0 setzen wir

Upx, εq :“ ty P X | dpx, yq ă εu .

und nennen dies den offenen ε-Ball um x

Beobachte 1.5. Sei f : pX, dXq Ñ pY, dY q eine Funktion, x P X sowie ε, δ ą 0. Dann
sind äquivalent:

1) @x1 P X mit dXpx
1, xq ă δ gilt dY pfpx

1q, fpxqq ă ε

2) Es ist fpUpx, δqq Ď Upfpxq, εq

Definition 1.6 (Umgebung). Sei X ein metrischer Raum, U Ď X und x P X.
Dann heißt U Umgebung von x, falls ein ε ą 0 existiert, sodass Upx, εq Ď U .

Satz 1.7 (Urbilder von Umgebungen). Sei f : X Ñ Y eine Abbildung zwischen
metrischen Räumen und sei x P X. Dann ist f stetig in x genau dann, wenn für
alle Umgebungen V um fpxq in Y das Urbild f´1pV q eine Umgebung von x ist.

Beweis. ’ ùñ ’ Sei V eine Umgebung von fpxq. Dann D ε ą 0 mit Upfpxq, εq Ď V u. Da
f stetig ist, D δ ą 0, sodass fpXpx, δqq Ď Upfpxq, εq Ď V . Also ist Upx, δq Ď f´1pV q
und somit ist f´1pV q eine Umgebung von x.
’ ðù ’. Sei ε ą 0. Dann ist Upfpxq, εq eine Umgebung von fpxq. Also ist f´1pUpfpxq, εqq
eine Umgebung von x, also D δ ą 0 mit Upx, δq Ď f´1pUpfpxq, εqq. Also wie gewünscht
fpUpx, δqq Ď Upfpxq, εqq.

Definition 1.8 (Offene Mengen). Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge
U Ď X heißt offen, falls sie Umgebung all ihrer Punkte ist, d.h. @x P U Dε ą 0
mit Upx, εq Ď U .

1 METRISCHE RÄUME 9



Vorlesung 1: Einführung

Bemerkung 1.9. Upx, εq ist offen.

Beweis. Für alle y P Upx, εq ist

Upy, ε´ dpx, yq
looooomooooon

ą0

q Ď Upx, εq.

nach der Dreiecksungleichung.

Satz 1.10 (Urbilder offener Mengen sind offen). Eine Abbildung f : X Ñ Y
zwischen metrischen Räumen ist stetig genau dann, wenn @U Ď Y offen auch
das Urbild f´1pUq offen in X ist.

Beweis. ’ ùñ ’. Sei U Ď Y eine offene Teilmenge und x P f´1pUq beliebig. Dann ist
fpxq P U und somit ist U eine Umgebung von fpxq. Da f stetig ist, ist f´1pUq eine
Umgebung von x nach Theorem 1.7. Also ist f´1pUq offen, da x beliebig war.
’ ðù ’ Sei x P X, V eine Umgebung von fpxq. Dann Dε ą 0 mit Upfpxq, εq Ď
V . Nach Annahme ist f´1pUpfpxq, εqq offen. Also gibt es ein δ ą 0 mit Upx, δq Ď
f´1pUpfpxq, εqq Ď f´1pV q. Also ist f´1pV q eine Umgebung von x.
Damit ist f stetig nach Theorem 1.7

Satz 1.11 (Offene Mengen in metrischen Räumen). Sei X ein metrischer Raum.
Dann gilt:

1) Die leere Menge H und X sind offen

2) @U1, . . . , Un Ď X offen ist auch
Şn
i“1 Ui offen.

3) Für jede Familie tUiuiPI von offenen Mengen ist auch
Ť

iPI Ui offen.

Warnung. Eigenschaft 2q gilt nicht für unendliche Schnitte. Es ist
`

´ 1
n ,

1
n

˘

Ď R
offen für alle n P Ną0, allerdings ist dann

č

nPNą0

ˆ

´
1

n
,

1

n

˙

“ t0u .

nicht offen.

Beweis von Theorem 1.11. 1) klar

2) Sei x P
Şn
i“1 Ui. @i “ 1, . . . , n gibt es nun εi mit Upx, εiq Ď Ui. Setze ε :“

min tεi | i “ 1, . . . , nu. Dann ist

Upx, εq Ď Upx, εiq Ď Ui.

für alle i “ 1, . . . , n und somit wie gewünscht Upx, εq Ď
Şn
i“1 Ui

3) Sei x P
Ť

PI Ui beliebig. Dann Di P I mit x P Ui. Da Ui offen ist, Dε ą 0 mit
Upx, εq Ď Ui. Also ist Upx, εq Ď

Ť

iPI Ui und somit ist die Vereinigung offen.

1 METRISCHE RÄUME 10



Vorlesung 1: Einführung

2 Topologische Räume

Definition 2.1 (Topologie). Eine Topologie auf einer Menge X ist eine Menge
O von Teilmengen von X, so dass gilt:

1) H, X P O

2) Für U1, . . . , Un P O ist auch
Şn
i“1 Ui P O

3) Für jede Familie tUiuiPI mit Ui P O ist auch
Ť

iPI Ui P O

Die Mengen in O heißen offene Mengen.
Ein topologischer Raum ist ein Paar pX,Oq aus einer Menge X und einer
Topologie O auf X.

Definition 2.2 (Stetigkeit). Seien X,Y topologische Räume. Eine Abbildung
f : X Ñ Y heißt stetig, falls für jede offene Teilmenge U Ď Y das Urbild
f´1pUq Ď X offen ist.

Beispiel 2.3. Sei pX, dq ein metrischer Raum. Dann ist

pX,Oq :“ tU Ď X | U ist offen bezüglich du .

ein topologischer Raum. O ist die von der Metrik d induzierte Topologie.

Definition 2.4 (Metrisierbarkeit). Ein topologischer Raum heißt metrisierbar,
falls die Topologie von einer Metrik induziert ist.

Beispiel 2.5. Sei X eine Menge. Die diskrete Topologie auf X ist die Menge
aller Teilmengen, d.h. O :“ PpXq. Diese ist von der diskreten Metrik

dpx, yq “

#

0 falls x “ y

1 sonst
.

induziert.

Beweis. Ist x P X, dann ist

txu “ U

ˆ

x,
1

2

˙

.

offen. Ist U Ď X eine Teilmenge, dann ist

U “
ď

xPU

txu .

offen als Vereinigung offener Mengen.

2 TOPOLOGISCHE RÄUME 11



Vorlesung 2: Grundbegriffe

Satz 2.6. Sei X ein endlicher (endlich als Menge), metrisierbarer topologischer
Raum. Dann ist X diskret (d.h. X trägt die diskrete Topologie).

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass txu offen ist @x P X. Sei d eine Metrik, die die
Topologie induziert, dann wähle

ε :“ min tdpx, yq | x, y P X,x ‰ yu ą 0.

Beachte, dass dies existiert, da dpx, yq ą 0 für x ‰ y und die Menge nach Vorausset-
zung endlich ist. Nun ist:

txu “ Upx, εq.

offen und wir sind fertig.

Beispiel 2.7. 1) Wähle X “ ta, bu und setze

O “ tH, X, tauu .

Dies ist ein topologischer Raum (leicht prüfen), er ist jedoch nicht metrisier-
bar, da endlich und nicht diskret. Dieser Raum heißt Sierpinski-Raum.

2) Sei X eine Menge. Die indiskrete Topologie auf X enthält nur H, X.
Man prüft leicht, dass dies eine Topologie ist.

� Hat X mindestens 2 Elemente, so ist X nicht metrisierbar.

Beweis. Nimm |X| ą 2 an und wähle x, y P X mit x ‰ y. Sei d eine
Metrik, die die Topologie auf X induziert und setze ε :“ dpx, yq. Dann
ist

x P Upx, εq y R Upx, εq.

also ist Upx, εq ‰ H, X, Widerspruch.

� Sei Y ein topologischer Raum. Dann ist f : Y Ñ X stetig für beliebige
Abbildungen f .

Beweis. Es sind f´1pHq “ H sowie f´1pXq “ Y beide offen.

Bemerkung 2.8. Ist Y diskret und X beliebig, so ist jede Abbildung f : Y Ñ X
stetig.

Vorlesung 2
Do 15 Apr 2021

Definition 2.9 (Äquivalente Metriken). Zwei Metriken d1, d2 auf X heißen
äquivalent, falls Konstanten c1, c2 existieren, sodass

@x, y P X : c1 ¨ d1px, yq ď d2px, yq ď c2 ¨ d1px, yq.

Satz 2.10. Äquivalenz (von Metriken) ist eine Äquivalenzrelation.

2 TOPOLOGISCHE RÄUME 12



Vorlesung 2: Grundbegriffe

Beweis. Reflexivität: Klar mit c1 “ c2 “ 1

Symmetrie: Seien c1, c2 wie in der Definition. Dann gilt mit entsprechender Division,
dass

@x, y P X : :
1

c2
¨ d2px, yq ď d1px, yq ď

1

c1
d2px, yq.

Transitivität: . Seien c1, c2, c
1
1, c

1
2 gewählt, sodass @x @y : c1d1px, yq ď d2px, yq ď

c2d1px, yq sowie c11d2px, yq ď d3px, yq ď c12d2px, yq (Also d1 „ d2 und d2 „ d3).
Dann ist auch

@x @y : c1c
1
1d1px, yq ď c11d2px, yq ď d3px, yq ď c12d2px, yq ď c2d1px, yq.

Satz 2.11. Äquivalente Metriken induzieren dieselbe Topologie.

Beweis. Wegen der Symmetrie genügt es zu zeigen, dass Mengen, die offen bezüglich
d2 sind, auch offen bezüglich d1 sind.
Sei nun U Ď X offen bezüglich d2 und x P U . Dann existiert ein ε ą 0 mit Ud2px, εq Ď
U . Ist nun d1px, yq ă

ε
c2

, dann ist

d2px, yq ď c2d1px, yq ă ε.

und damit ist

Ud1

ˆ

x,
ε

c2

˙

Ď Ud2 px, εq Ď U.

und somit ist U auch offen bezüglich d1.

Bemerkung 2.12. Es gibt auch nicht-äquivalente Metriken, die die gleiche To-
pologie induzieren. Siehe hierzu Aufgabe 1.2.

Bemerkung 2.13. Je zwei Normen auf Rn sind äquivalent, induzieren also die-
selbe Topologie, das beweisen wir jedoch hier nicht.

Definition 2.14 (Umgebung). Sei X ein topologischer Raum und U Ď X sowie
x P X. Dann heißt U Umgebung von x, falls es eine offene Teilmenge O Ď X
gibt, mit x P O Ď U .

Bemerkung 2.15. Für metrische Räume stimmt dies mit der vorherigen Defi-
niton überein.

2 TOPOLOGISCHE RÄUME 13



Vorlesung 2: Grundbegriffe

Satz 2.16. Sei X ein topologischer Raum und U Ď X. Dann sind äquivalent:

1) U ist offen.

2) U ist Umgebung aller ihrer Punkte.

Beweis. ’1q ùñ 2q’ ist klar, wähle einfach O “ U .
’2q ùñ 1q’. Für jedes x P U existiert also Ux mit x P Ux Ď U . Dann ist aber

U “
ď

xPU

Ux.

offen als Vereinigung offener Mengen.

Definition 2.17 (Abgeschlossene Mengen). Sei X ein topologischer Raum. Ei-
ne Teilmenge A Ď X heißt abgeschlossen, falls ihr Komplement XzA “

tx P X | x R Au offen ist.

Bemerkung 2.18. Für metrische Räume stimmt das mit dem Begriff aus der
Analysis überein.

Satz 2.19 (Dualität). Ein topologischer Raum lässt sich auch über seine abge-
schlossenen Mengen charakterisieren. Diese müssen erfüllen:

i) H, X sind abgeschlossen

ii) Für A1, . . . , An abgeschlossen ist auch A1 Y . . .YAn abgeschlossen.

iii) Für eine Familie tAiuPI abgeschlossener Mengen ist auch

č

iPI

Ai.

abgeschlossen.

Wenn wir von einer Familie von Mengen tAiuPI sprechen, meinen wir, dass I
eine Menge ist, und für jedes P I ist Ai eine Teilmenge von X. Formal können
wir dies als eine Funktion I Ñ PpXq darstellen.

Beweis von Theorem 2.19. i) XzH “ X, XzX “ H sind abgeschlossen.

ii)
n
č

i“1

pXzAiq

looooomooooon

offen

“ Xz
n
ď

i“1

Ai ùñ

n
ď

i“1

Ai abgeschlossen.
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iii)
ď

iPI

pXzAi
loomoon

offen

q

looooomooooon

offen

“ Xz
č

iPI

Ai ùñ
č

iPI

Ai abgeschlossen.

Satz 2.20 (Stetigkeit mit abgeschlossenen Mengen). Sei f : X Ñ Y eine Funk-
tion zwischen topologischen Räumen. Dann sind äuqivalent:

1) f ist stetig

2) @U Ď Y offen ist f´1pUq Ď X offen

3) @A Ď Y abgeschlossen ist f´1pAq abgeschlossen

Beweis.

f stetig ðñ @U Ď Y offen ist f´1pUq offen

ðñ @A Ď Y abgeschlossen ist f´1pY zAq offen

ðñ @A Ď Y abgeschlossen ist Xzf´1pAq offen

ðñ @A Ď Y abgeschlossen ist f´1pAq abgeschlossen

Wir erinnern uns: Ist pX, dq ein metrischer Raum, so auch pY, dYˆY q @Y Ď X. Wie
ist dies für topologische Räume?

Warnung. pY,OX X PpY qq ist im allgemeinen kein topologischer Raum. (wenn Y
nicht offen ist, denn dann ist Y R SX X PpXq)

Satz und Definition 2.21 (Teilraumtopologie). Sei X ein topologischer Raum,
Y Ď X. Dann ist

OY :“ tU X Y | U Ď X offenu .

eine Topologie auf Y , die Teilraumtopologie oder auch Unterraumtopologie
genannt wird.

Beispiel 2.22. Betrachte R1 Ď R2 als Unterraum. Schneiden wir eine offene
Menge in R2 mit R1, so erhalten wir ein offenes Intervall:

2 TOPOLOGISCHE RÄUME 15
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R1

R2

Abbildung 3: R1 als Unterraum von R2

Beweis. � Es sind H “ HX Y und Y “ X X Y offen.

� Es ist
n
č

i“1

pUi X Y q “

˜

n
č

i“1

Ui

¸

X Y.

� Es ist
ď

iPI

pUi X Y q “

˜

ď

iPI

Ui

¸

X Y.

Warnung. Für Z Ď Y Ď X muss man zwischen ’offen in Y ’ und ’offen in X’
unterscheiden, falls Y nicht offen ist.

Bemerkung* 2.23. Ist Y Ď X offen, so stimmen die beiden vorherigen Kon-
zepte tatsächlich überein, d.h. eine Menge Z Ď Y ist offen in Y , genau dann,
wenn sie offen in X ist.

Bemerkung 2.24. Sei pX, dq ein metrischer Raum und Y Ď X eine Teilmenge.
Die Unterraumtopologie auf Y bzgl. der Topologie auf X ist gleich der Topologie
indzuziert von der eingeschränkten Metrik.

Beweis. Für y P Y ist
Ud|YˆY py, εq “ Udpy, εq X Y.

Deswegen werden von beiden Metriken die gleichen offenen Mengen induziert.
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Beispiel 2.25. Der Einheitskreis als Unterraum von R2:

 

x P R2 | ‖x‖2 “ 1
(

“: S1 Ď R2.

Genauso gibt es die n-Sphäre definiert durch

 

x P Rn`1 | ‖x‖2 “ 1
(

“: Sn Ď Rn`1.

Definition 2.26 (Homöomorphie). Eine Abbildung f : X Ñ Y zwischen topo-
logischen Räumen heißt Homöomorphismus, falls f stetig und bijektiv ist und
auch f´1 : Y Ñ X stetig ist.
Existiert solch ein f , so heißen X,Y homöomorph

Beispiel 2.27. Die Räume pR2, ‖¨‖2q und pC, |¨|q sind homöomorph mittels der
Abbildung

R2 ÝÑ C
px, yq ÞÝÑ x` iy

Warnung. Nicht jede stetige Bijketion ist ein Homöomorphismus.

Beispiel 2.28. Betrachte für eine MengeX die Identitätsabbildung pX,PpXqq idX
Ñ

pX, tH, Xuq von der diskreten in die indiskrete Topologie. Diese ist stetig, aber
die Umkehrabbildung nicht (falls |X| ě 2).

3 Quotientenräume

Definition 3.1 (Äquivalenzklasse). Sei „ eine Äquivalenzrelation auf X. Für
x P X definieren wir die Äquivalenzklasse rxs von x durch:

rxs :“
 

x1 P X | x „ x1
(

.

Wir setzen
X{ „:“ trxs | x P Xu .

als die Menge der Äquivalenzklassen von X bezüglich „. Definiere nun

q :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X ÝÑ X{ „
x ÞÝÑ rxs

als die kanonische Projektion von X auf seine Äquivalenzklassen.

Fakt 3.2. Wir stellen fest, dass q surjektiv ist.
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Für eine Surjektion f : X Ñ Y ist x „ y : ðñ fpxq “ fpyq eine
Äquivalenzrelation auf X und

X{ „ ÝÑ Y
rxs ÞÝÑ fpxq

ist eine Bijektion, wir erhalten also eine Korrespondenz zwischen
Äquivalenzrelationen und surjektiven Abbildungen aus X.

Satz und Definition 3.3 (Quotiententopologie). Sei X ein topologischer Raum
und „ eine Äquivalenzrelation auf X. Sei q : X Ñ X{ „ die kanonische Projek-
tion. Dann definiert

OX{„ :“
 

U Ď X{ „| q´1pUq Ď X offen
(

.

eine Topologie auf X{ „, genannt die Quotiententopologie.

Beweis. Wir prüfen die Axiome einer Topologie:

� Es ist q´1pHq “ H und q´1pX{ „q “ X, also sind beide Mengen offen.

� Sind U1, . . . , Un Ď X{ „ offen, so ist

q´1pU1 X . . .XAnq “ q´1pUiq X . . .X q
´1pUnq.

offen in X, also ist U1 X . . .X Un offen in X{ „ nach Definition.

� Ist tUiuiPI eine Familie offener Teilmengen von X{ „, dann ist

q´1

˜

ď

iPI

Ui

¸

“
ď

iPI

q´1pUiq.

offen in X, also ist
Ť

iPI Ui offen in X{ „ nach Definition.

Bemerkung 3.4. Die Projektion q : X Ñ X{ „ ist stetig und die Quotien-
tentopologie ist maximal (bezüglich Inklusion, lies: ’am feinsten’) unter allen
Topologien auf X{ „, für die q stetig ist.

Satz 3.5 (Universelle Eigenschaft der Quotiententopologie). Sei f : X Ñ Y
stetig und q : X Ñ X{ „ die kanonische Projektion. Angenommen, es existiert
g : X{ „Ñ Y mit f “ g ˝ q. Dann ist g stetig und in diesem Fall ist g eindeutig.

X Y

X{ „

f

q
g
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Bemerkung 3.6. g existiert genau dann, wenn x „ x1 ùñ fpxq “ fpx1q

Trivial Nonsense* 3.7. Das ist eine universelle Eigenschaft im Sinne der Ka-
tegorientheorie, d.h. für einen Raum X und eine Äquivalenzrelation existiert bis
auf eindeutigen Isomorphismus stets genau ein topologischer Raum pX{ „,Sq
zusammen mit einer stetigen Abbildung q : X Ñ X{ „, sodass x „ x1 ùñ

qpxq “ qpx1q, sodass das Tripel pX,X{ „, qq obige Eigenschaft hat. Wir können
also obige Eigenschaft auch als Definition der Quotiententopologie verwenden,
und aus dieser folgt auch die Eindeutigkeit. Existenz haben wir mit unserer
vorherigen Definition gezeigt.

Beweis von Aufgabe 3.2. Sei U Ď Y offen. Dann ist

q´1pg´1pUqq
f“g˝q
“ f´1pUq.

offen, weil f stetig ist. Also ist g´1pUq offen per Definition (g´1pUq ist nach Definition
genau dann offen in X{ „, wenn q´1pg´1pUqq offen in X ist) und somit ist g stetig.

Beispiel 3.8. Sei X “ r0, 1s Ď R das Einheitsintervall (mit der Unterraum-
topologie bezüglich R) mit der Äquivalenzrelation erzeugt von 0 „ 1. Wir ’iden-
tifizieren’ also die Punkte t0u , t1u miteinander.

Satz 3.9 (Kreishomöomorphie). Der Quotientenraum r0, 1s{p0 „ 1q ist homöomorph
zu S1.

Vorlesung 3
Di 20 Apr 2021

Beweis. Betrachte die stetige Abbildung

f 1 :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r0, 1s ÝÑ S1 Ď C
t ÞÝÑ e2πit

Wir sehen f 1p0q “ f 1p1q “ 1, also existiert nach der universellen Eigenschaft ein f ,
sodass folgendes kommutiert:

r0, 1s S1

r0, 1s {p0 „ 1q

f 1

f
und f stetig ist. Zudem ist f bijektiv. Es bleibt zu zeigen,

dass f´1 stetig ist, das zeigen wir jedoch nicht jetzt (ginge mit viel rechnen), sondern
später, wenn wir mehr Technik haben. Anschaulich ist das jedoch klar:

Bemerkung 3.10. Die Abbildung

r0, 1q ÝÑ S1

t ÞÝÑ e2πit
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ÞÝÑ

Abbildung 4: r0, 1s{p0 „ 1q und S1 sind homöomorph

ist stetig und bijektiv, allerdings kein Homöomorphismus, denn
“

0, 1
2

˘

Ď r0, 1q

ist offen, aber f
`“

0, 1
2

˘˘

“
`

f´1
˘´1 `“

0, 1
2

˘˘

ist nicht offen im Kreis.

Beispiel 3.11. 1) Sei X “ r0, 1s2 Ď R. Identifiziere nun pt, 0q „ pt, 1q sowie
p0, sq „ p1, sq für s, t P r9, 1s. Dann ist X{ „ der Torus.

Grafik von [unk]

Abbildung 5: Entstehung des Torus als Quotientenraum von r0, 1s2

2) Sei X “ r0, 1s2 Ď R2. Identifizieren wir pt, 0q „ pt, 1q sowie p0, sq „ p1, 1´
sq, so erhalten wir die Kleinsche Flasche.
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Grafik von [Ind]

Abbildung 6: Entstehung der Kleinschen Flasche als Quotientenraum von r0, 1s2.

3) Betrachte auf dem Rn`1z t0u die Relation x „ λx für λ ą 0 P R. Dann ist
Rn`1{ „– Sn. Zunächst ist nämlich die Abbildung

f :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rn`1z t0u ÝÑ Sn

x ÞÝÑ x
‖x‖2

stetig und die induzierte Abbildung Rn`1z t0u { „Ñ Sn ist bijektiv. Das
rechnen wir nach: Seien x ‰ y mit dpx, yq ă δ, so ist:

d

ˆ

x

‖x‖
,
y

‖y‖

˙

ď d

ˆ

x

‖x‖
,
y

‖x‖

˙

` d

ˆ

y

‖x‖
,
y

‖y‖

˙

“
1

‖x‖
dpx, yq `

d

ÿ

ˆ

yi
‖x‖

´
yi
‖y‖

˙2

“
1

‖x‖
dpx, yq `

d

p‖x‖´ ‖y‖q2
‖x‖‖y‖

‖y‖

ă
1

‖x‖
¨ δ `

δ

‖x‖2 ` δ‖x‖
p‖x‖` δq Ñ 0

(1)
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also ist f stetig. Mit der Inklusion ι : Sn Ñ Rn`1z t0u erhalten wir

f ˝ ι “ idSn .

Übung: Daraus folgt bereits, dass Sn die Quotiententopologie trägt.

4) Setzen wir erneut X “ Rn`1z t0u, aber diesmal x „ λx für λ P Rz t0u, so
heißt der Quotient

X{ „“: RPn.

der reelle projektive Raum. Es ist

RPn – Sn{px „ ´xq.

Dies sehen wir mittels folgendem Diagramm:

Rn`1z t0u Sn

RPn Sn{px „ ´xq

f

ι

f

ι

(2)

Die Abbildungen ι und f sind stetig nach der universellen Eigenschaft und
invers zueinander.

Abbildung 7: Konstruktion des reellen projektiven Raums für den Fall n “ 1.
Wir identifizieren die roten Strahlen miteinander, nicht jedoch den gesamten
blauen, da λ ą 0.

5) Sei X ein topologischer Raum und A Ď X eine Teilmenge. Definiere die
Relation „ durch a „ a1 für a, a1 P A (bzw. erzeuge eine dadurch). Dann
setzen wir

X{A :“ X{ „ .

Damit ergibt sich

6) r0, 1s{ r0, 1q – S ist der Sierpinski-Raum, vergleiche auch Beispiel 2.7.

Beweis. r0, 1s{r0, 1q hat zwei Punkte r0, 1q und t1u. Es ist r0, 1q Ď r0, 1s
offen, aber t1u nicht, also handelt es sich um den Sierpinski-Raum.

Bemerkung 3.12. Quotientenräume von metrischen Räumen sind im Allge-
meinen nicht metrisierbar, Beispiel 3.11 Punkt 6) liefert hier ein gewünschtes
Gegenbeispiel.
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4 Trennungsaxiome

Definition 4.1 (Hausdorff’sch). Ein topologischer Raum heißt Hausdorff (oder
Hausdorffsch), wenn @x, y P X mit x ‰ y offene Mengen Ux, Uy Ď X existieren
mit x P Ux und y P Uy, sodass Ux X Uy “ H. Diese Eigenschaft heißt auch
Trennungsaxiom T2.

x
y

Satz 4.2. Ist X metrisierbar, so ist X Hausdorffsch.

Beweis. Sei d eine Metrik auf X, die die Topologie induziert. Seien x, y P X mit
x ‰ y. Setze

Ux :“ U

ˆ

x,
dpx, yq

2

˙

Uy “ U

ˆ

y,
dpx, yq

2

˙

.

Dann ist Ux X Uy “ H, denn für alle z P Ux X Uy ist

dpx, yq ď dpx, zq ` dpz, yq ă
dpx, yq

2
`
dpx, yq

2
“ dpx, yq,

was nicht sein kann.

Beispiel 4.3. Rn ist Hausdorffsch.

Satz 4.4. Ist X Hausdorffsch und x P X, dann ist txu Ď X abgeschlossen.

Beweis. Für y ‰ x existiert Uy offen mit x R Uy und y P Uy. Dann ist

Xz txu “
ď

y‰x

Uy

offen.

4 TRENNUNGSAXIOME 23



Vorlesung 3: Trennungsaxiome, Kompaktheit

x

y1

y2

y3

Abbildung 8: Skizze zum Beweis von Theorem 4.4

Bemerkung 4.5. Ein topologischer Raum, für den alle txu abgeschlossen sind,
heißt T1-Raum.

Bemerkung* 4.6. Man findet in der Literatur auch folgende Definition:
Ein topologischer Raum heißt T1-Raum, wenn es für je zwei verschieden Punkte
x ‰ y Umgebungen Ux, Uy gibt mit x P Ux, y P Uy und x R Uy, y R Ux.
Im Gegensatz zum Hausdorff-Raum trennen wir zwei Punkte also durch 2 nicht
notwendigerweies disjunkte Umgebungen / offene Mengen. Mit dem gleichen
Beweis wie in Theorem 4.4 zeigen wir dann, dass jeder Punkt abgeschlossen ist.
Ist umgekehrt X ein Raum, in dem alle Punkte abgeschlossen sind, so können wir
x, y stets durch die offenen Umgebungen y P Xz txu sowie x P Xz tyu trennen.
Die beiden Definitionen sind also äquivalent.
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Abbildung 9: Ein T1-Raum

Lemma 4.7. Sei X Hausdorffsch und A Ď X ein Teilraum. Dann ist auch A
Hausdorffsch.

Beweis. Sei x ‰ y P A. Dann existieren Ux, Uy Ď X offen mit x P Ux und y P Uy
sowie Ux X Uy “ H. Dann sind

Ux XA und Uy XA Ď A

offen in A und erfüllen die Bedingungen.

Bemerkung 4.8. Jeder diskrete Raum ist Hausdorffsch. Ist X endlich und
Hausdorffsch, so ist X diskret.

Beweis. Für jedes y ‰ x existiert ein Uyx offen mit x P Uyx und y R Uyx . Dann ist aber

txu “
č

y‰x

Uyx

offen (da X endlich), also ist X diskret. Die Umkehrung ist offensichtlich.

Beispiel 4.9. Sn Ď Rn`1 ist Hausdorffsch.

Definition 4.10 (Normal). Ein topologischer Raum heißt normal, falls

� X ist Hausdorffsch

� @A,B Ď X abgeschlossen mit A X B “ H existieren UA, UB Ď X offen
mit A Ď UA, B Ď UB und UA X UB “ H. Diese Eigenschaft heißt auch
Trennungsaxiom T4.
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UA
UB

A
B

Bemerkung 4.11. Manchmal gibt es diese Definition in der Literatur auch ohne
Hausdorff’sch.

Satz 4.12. Ist X metrisierbar, dann ist X normal.

Der Beweis war als Aufgabe 2.3 auf den Übungszetteln:

Beweis*. Der folgende Beweis wurde in unserem Tutorium mit Heiko Braun be-
sprochen:
Wir wissen bereits mit Theorem 4.2, dass X Hausdorffsch ist. Von 1.1 wissen wir,
dass:

dx :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X ÝÑ R
y ÞÝÑ dpx, yq

eine stetige Abbildung ist. Dann ist für eine Teilmenge A Ď X auch

dA :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X ÝÑ R
y ÞÝÑ inf tdxpyq | x P Au

eine stetige Funktion, die den Abstand zur Menge A ausdrückt.

Behauptung 1. Ist A abgeschlossen, so ist dApyq “ 0 ðñ y P A.

Unterbeweis. Die Richtung ’ ðù ’ ist trivial, da dann dypyq “ 0 Teil des Infimums
ist. Die andere Richtung beweisen wir durch Kontraposition, d.h. sei y P XzA. Da
XzA offen ist, gibt es ε ą 0 mit Upy, εq Ď XzA, dann ist aber sicherlich dxpyq ě ε für
alle y P A, und somit ist auch das Infimum über diese ě ε. �

Seien nun A,B Ď X abgeschlossene, disjunkte Teilmengen. Definiere

f :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X ÝÑ R
x ÞÝÑ

dApxq
dApxq`dBpxq

Der Nenner wird nie Null, da dazu dApxq “ 0 “ dBpxq gelten müsste, nach der
Behauptung also x P A,B und dies trift nicht zu wegen AX B “ H nach Annahme.
Als Verknüpfung stetiger Funktionen ist nun f stetig. Zudem stellen wir fest, dass
fpAq ” 0 sowie fpBq ” 1. Dann sind

U :“ f´1

ˆ„

0,
1

2

˙˙

V :“ f´1

ˆˆ

1

2
, 1

˙

.
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zwei offene Umgebungen, die A,B enthalten und disjunkt sind, wie man leicht prüft.
Also ist X normal.

Bemerkung* 4.13. Wir haben eine scheinbar stärkere Eigenschaft gezeigt als
die, dass X normal ist, nämlich, dass wir zwei abgeschlossene Mengen durch eine
Funktion trennen können. Es stellt sich jedoch heraus, dass ein topologischer
Raum genau dann diese Eigenschaft besitzt, wenn er normal ist, wobei ’normal’
nicht fordert, dass der Raum Hausdorff ist. Dies nennt sich Lemma von Urysohn,
und wir werden dieses auch später noch in der Vorlesung kennenlernen, für jetzt
ist dies jedoch unwichtig. Die Trennung zweier abgeschlossener Mengen mittels
einer Funktion ähnelt jedoch sehr stark der folgenden Definition (und das ist
kein Zufall):

Definition 4.14 (Regulär). Ein topologischer Raum X heißt regulär, falls X
Hausdorff ist und @A Ď X abgeschlossen und x P XzA existieren Ua, Ux offen
mit A Ď UA, x P Ux und UA X Ux “ H. (Auch Trennungsaxiom T3 genannt).

UA

A Ux

x

Bemerkung 4.15. Klarerweise gilt T4 ùñ T3, d.h. jeder normale Raum ist
auch regulär. Hierzu benötigen wir nur, dass Punkte in T4-Räumen abgeschlossen
sind, aber das folgt mit Theorem 4.4, bzw. damit, dass wir bereits T4 ùñ

T2 ùñ T1 wissen.

5 Kompaktheit

Aus der Analysis ist (vielleicht) folgender Satz bekannt.

Satz 5.1 (Heine-Borel). Für X Ď Rn sind äquivalent:

1) X ist abgeschlossen und beschränkt.

2) Jede offene Überdeckung von X hat eine endliche Teilüberdeckung
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’Jede offene Überdeckung besitzt eine endliche Teilüberdeckung’ bedeutet:
Für jede Familie tUiuiPI mit Ui Ď X offen und X Ď

Ť

iPI Ui existiert eine
endliche Teilmenge J Ď I mit X Ď

Ť

jPJ Uj

Beweis. später.

Definition 5.2 (Kompaktheit). Ein topologischer Raum X heißt kompakt,
falls jede offene Überdeckung eine endliche Teilüberdeckung besitzt.

Bemerkung 5.3. Manchmal heißt obige Definition auch quasi-kompakt, und
kompakt bedeutet dann quasi-kompakt + Hausdorff.

Beispiel 5.4. Die Räume

r0, 1s Ď R Sn Ď Rn`1.

sind beide kompakt (nach 5.1)
Vorlesung 4
Do 22 Apr 2021

Beispiel 5.5 (mündlich vor der Vorlesung). Zur Frage von letzter Woche (wenn
wir einen Hausdorff-Raum haben und eine Äquivalenzrelation, deren Klassen
abgeschlossen sind, ist dann der Quotient wieder Hausdorff?): Wähle auf r0, 1s
die Relation erzeugt von

1

n
„ 1´

1

n
.

für alle n P Ną0. Betrachte dann die Abbildung:

r0, 1s� r0, 1s{ „ .

Punkturbilder sind endlich, also abgeschlossen. Aber der Raum r0, 1s{ „ ist nicht
hausdorffsch, denn wir können die Punkte 0, 1 nicht trennen.

Satz 5.6. Sei X ein kompakter Raum und Y Ď X abgeschlossen. Dann ist Y
kompakt.

Beweis. Sei tUiuiPI eine offene Überdeckung von Y . Dann existieren U 1i Ď X offen
mit Ui “ U 1i X Y . Die Familie

 

U 1i
(

iPI
Y

$

&

%

XzY
loomoon

offen

,

.

-

.

ist nun eine offene Überdeckung von X. Dann existiert J Ď I endlich, so dass
 

U 1j
(

jPJ
Y tXzY u .
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die Menge X überdeckt. Also ist

$

’

&

’

%

U 1j X Y
loomoon

Uj

,

/

.

/

-

jPJ

Y

$

’

&

’

%

XzY X Y
loooomoooon

“H

,

/

.

/

-

eine endliche Überdeckung für Y .

Satz 5.7. Sei X ein Hausdorff-Raum und Y Ď X kompakt. Dann ist Y abge-
schlossen.

Korollar 5.8. Ist X kompakt und Hausdorffsch, dann sind äquivalent:

1) Y Ď X ist abgeschlossen

2) Y ist kompakt.

Beweis. Unmittelbare Konsequenz aus Theorem 5.6 und Theorem 5.7.

Lemma 5.9. Sei X ein Hausdorff Raum und Y Ď X kompakt. Dann existiert
@x P XzY offene Teilmengen Ux,Y und Vx,Y von X so dass: x P Ux,Y und
Y Ď Vx,Y und Ux,Y X Vx,Y “ H.

Beweis. Sei x P XzY . @y P Y existieren Ux,y und Vx,y offen mit x P Ux,y und y P Vx,y,
weil X Hausdorffsch.
Dann ist tVx,y X Y uyPY eine offene Überdeckung von Y . Also existiert endliche Teilüberdeckung

(da Y kompakt) induziert durch Punkte y1, . . . , yn. Also:

Y Ď
n
ď

i“1

Vx,yi .

Sei

Vx,Y :“
n
ď

i“1

Vx,yi Ux,Y :“
n
č

i“1

Ux,yi .

Es ist auch x P Ux,Y , weil x P Ux,yi für jedes i. Wir müssen also noch Disjunktheit
prüfen, es ist:

Ux,Y X Vx,yi Ď Ux,yi X Vx,yi “ H.

Also auch

H “ Ux,Y X
n
ď

i“1

Vx,yi “ Ux,Y X Vx,Y .
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Abbildung 10: Skizze zum Beweis von Lemma 5.9

Beweis von Theorem 5.7. Nach Lemma 5.9 existieren @x P XzY ein Ux,Y mit x P
Ux,Y und Ux,Y X Y “ H. Also ist

XzY “
ď

xPXzY

Ux,Y .

offen und somit ist Y abgeschlossen.

Beispiel 5.10 (’Gegenbeispiel’ zu Satz 5.7). SeiG die Gerade mit zwei Urpsrüngen:
Betrachte G :“ RYt01u als Menge, und charakterisiere die Umgebungen folgen-
dermaßen:

� Für einen Punkt a P R, d.h. a ‰ 01 ist U eine Umgebung von a genau
dann, wenn Dε ą 0, sodass pa´ ε, a` εq Ď U . (das Intervall pa´ ε, a` εq
ist hier als Teilmenge von R zu verstehen)

� Für den Punkt 01 R R ist U eine Umgebung von a genau dann, wenn Dε ą 0
mit p´ε, 0q Y p0, εq Ď U .

Da offene Mengen genau diejenigen Mengen sind, die Umgebung all ihrer Punkte
sind, haben wir damit die offenen Mengen von G charakterisiert.
Wir können uns G vorstellen als R, in dem der Ursprung durch zwei gleichbe-
rechtigte Ursprünge ersetzt worden ist, die beide (bis auf sich selbst) die gleichen
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Umgebungen besitzen, die aber nicht zwingend gegenseitig in ihren Umgebungen
liegen, d.h. nicht ’nah’ beieinander sind.
Dann ist r´1, 1s Ď R Ď G kompakt (Aufgabe 2.3), wir behaupten, dass r´1, 1s
jedoch nicht abgeschlossen ist in G. Sonst wäre in der Tat Gzr´1, 1s offen, und
es ist 01 P Gzr´1, 1s, aber es handelt sich nicht um eine Umgebung von 01, weil
für kein ε die Intervalle p´ε, 0q und p0, εq in Gzr´1, 1s liegen.

Bemerkung 5.11. Das Beispiel zeigt also, dass wir die Hausdorff-Bedingung
in Theorem 5.7 nicht fallen lassen können, d.h. es gibt nicht abgeschlossene,
kompakte Mengen.

Bemerkung* 5.12 (Mehr zur Gerade mit 2 Ursprüngen). Wir geben zwei wei-
tere (äquivalente) Definitionen der Gerade mit 2 Ursprüngen, um so hoffentlich
eine bessere Vorstellung zu ermöglichen:

i) Setze G :“ Rz t0u Y ta, bu als Mengen. Als Basis wählen wir

� Alle offenen Bälle aus R, die nicht die 0 enthalten.

� Für jedes ε ą 0 die Menge p´ε, 0q Y tau Y p0, εq

� Für jedes ε ą 0 die Menge p´ε, 0q Y tbu Y p0, εq

In diesem Fall können wir Homöomorphismen zu obiger Definition bauen,
indem wir 0 ÞÑ a und 01 ÞÑ b wählen, und alle andere Punkte kanonisch
’auf sich selbst’ schicken.

ii) Wir können G auch als Quotientenraum einer Teilmenge von R auffas-
sen. Betrachte hierzu R ˆ t0, 1u Ď R2 mit der Produkttopologie bzw. mit
der Teilraumtopologie von R2 (diese beiden sind äquivalent, wie man sich
leicht überlegt). Es handelt sich also um zwei parallele, voneinander ge-
trennte Geraden. Nun identifizieren wir korrespondierende Punkte beider
Geraden miteinander, allerdings nicht deren Ursprüngen. Wir erzeugen al-
so die Äquivalenzrelation „ generiert durch px, 0q „ px, 1q für x ‰ 0 und
bilden bezüglich dieser Relation den Quotientenraum. Was wir erhalten,
ist genau G. Indem wir mit G definiert wie in der Vorlesung die Abbildung
von Rˆ t0, 1u nach G definieren durch

pa, bq ÞÑ

$

’

&

’

%

a falls a ‰ 0

0 falls pa, bq “ p0, 0q

01 falls pa, bq “ p0, 1q

.

sehen wir schnell, dass diese über den Quotientenraum Rˆ t0, 1u { „ fak-
torisiert (universelle Eigenschaft!) und die entstehende Abbildung bijektiv
und stetig ist. Dass es sich um einen Homöomorphismus handelt, sei hier
nicht nachgerechnet sondern nur angemerkt.
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Abbildung 11: Gerade mit 2 Ursprüngen als Quotientenraum von Rˆt0, 1u Ď R2

Nun sind wir gewappnet für den

Beweis von Theorem 5.1 (Heine-Borel). ’2q ùñ 1q’. Sei X Ď Rn kompakt. Dann
ist sie abgeschlossen nach 5.7. Zudem ist X Ď

Ť

xPX Upx, 1q eine offene Überdeckung.
Da X kompakt finden wir endlich viele x1, . . . , xn P X mit

X Ď

n
ď

i“1

Upxi, 1q.

Also ist
diampXq ď max tdpxi, xjqu ` 2 ă 8.

und somit ist X auch beschränkt.
’ 1q ùñ 2q’. Da X beschränkt ist, Dm ą 0 mit X Ď r´m,msn Ď Rn. Da X abge-
schlossen ist, genügt es nach Theorem 5.6 zu zeigen, dass r´m,msn kompakt ist.
Wir führen einen Widerspruchsbeweis, nimm also an, dass r´m,msn nicht kompakt
ist. Dann existiert eine offene Überdeckung tUiuiPI ohne endliche Teilüberdeckung.
Unterteile r´m,msn in 2n gleich große
Unterwürfel (halbiere jede Seite). Mindes-
tens ein Unterwürfel hat keine endliche
Teilüberdeckung. Unterteile diesen Würfel
weiter und wähle wieder einen Unterwüfel,
der keine endliche Teilüberdeckung hat.
Wir erhalten eine Folge von Würfeln

r´m,msn “ Q0 Ě Q1 Ě Q2 Ě Q3 Ě . . . .

die jeweils keine endliche Teilüberdeckung
durch U 1is besitzen.

Q0

Q1

Q2

Sei xi P Qi beliebig. Dann ist xi eine Cauchy-Folge, also existiert x “ lim
iÑ8

xi, und

x P Q0, da Q0 abgeschlossen.
Somit gibt es ein Uj mit x P Uj , da die tUiuiPI eine Überedeckung von Q0 waren. Da-
mit ist auch Upx, εq Ď Uj für ein ε ą 0. Wähle einen Würfel x P Qk mit Kantenlänge
ă ε?

n
, dann ist auch Qk Ď Upx, εq Ď Uj . Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass Qk

keine endliche Teilüberdeckung hat,  .
Also ist Q0 kompakt.

5 KOMPAKTHEIT 32



Vorlesung 4: Mehr zu Kompaktheit, Hausdorffräumen und Homöomorphismen

Satz 5.13 (Bilder kompakter Räume). Sei f : X Ñ Y stetig und surjektiv und
X kompakt. Dann ist auch Y kompakt.

Beweis. Sei tUiuiPI offene Überdeckung von Y . Dann ist

 

f´1pUiq
(

iPI
.

offene Überdeckung von X. Da X kompakt ist, gibt es J Ď I endlich mit X “
Ť

jPJ f
´1pUjq. Dann ist

Y “ fpXq “
ď

jPJ

fpf´1pUjqq “
ď

jPJ

Uj .

Also existiert eine endliche Teilüberdeckung von Y .

Korollar 5.14. Sei f : X Ñ Y stetig, X kompakt und Y Hausdorff. Dann ist f
abgeschlossen, d.h. @A Ď X abgeschlossen ist fpAq Ď Y abgeschlossen.

Beweis. Sei A Ď X abgeschlossen. Dann ist A kompakt nach Theorem 5.7, also ist
fpAq kompakt nach Theorem 5.13 (weil f : X Ñ fpAq Ď Y surjektiv ist). Damit ist
dann fpAq abegschlossen nach Theorem 5.7.
Also sind Bilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen.

Korollar 5.15 (Homöomorphismen). Ist f : X Ñ Y stetig und bijektiv, X
kompakt und Y Hausdorff, dann ist f ein Homöomorphismus.

Beweis. Wir müssen zeigen, dass die Umkehrabbildung stetig ist. Dafür reicht es zu
zeigen, dass @A Ď X abgeschlossen auch fpAq “ pf´1q´1pAq abgeschlossen ist. Das
gilt aber genau nach vorherigem Korollar 5.14

Korollar 5.16. Sei f : X Ñ Y stetig und surjektiv, X kompakt und Y Haus-
dorffsch. Dann trägt Y die Quotiententopologie, d.h. U Ď Y offen genau dann,
wenn f´1pUq Ď X offen.

Beweis. ’ ùñ ’ folgt wegen Stetigkeit.
’ ðù ’ Ist f´1pUq Ď X offen, dann ist f´1pY zUq “ Xzf´1pUq abgeschlossen in X,
also folgt aus dem Korollar 5.14

Y zU
surj.
“ f

¨

˚

˝

f´1 pY zUq
looooomooooon

abgeschlossen

˛

‹

‚

.

abgeschlossen ist, also ist U Ď Y offen.

Kommen wir nun zum
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Beweis von Theorem 3.9 (Fortsetzung). Schon gezeigt:

r0, 1s ÝÑ S1

t ÞÝÑ 22πit

ist stetig und surjektiv und faktorisiert über

r0, 1s{ t0, 1u Ñ S1.

mit f stetig und bijektiv. Wir wissen nun: S1 ist Hausdorffsch und r0, 1s ist kompakt.
Nach Theorem 5.13 ist auch r0, 1s{ t0, 1u kompakt, also ist f ein Homöomorphismus
nach Korollar 5.15

Satz 5.17. Jeder kompakte Hausdorff-Raum ist normal.

Beweis. Seien A,B Ď X abgeschlossen und disjunkt. Da X kompakt ist, sind A,B
kompakt. Nach Lemma 5.5 existieren @a P A offene Mengen Ua, Va mit a P Ua, B Ď Va
und Ua X Va “ H. Dann ist

A Ď
ď

aPA

Ua.

Also existieren a1, . . . , an P A mit

A Ď
n
ď

i“1

Uai .

wegen A kompakt. Setze nun

UA :“
n
ď

i“1

Uai Ě A UB :“
n
č

i“1

Vai Ě B.

@i ist
Uai X UB Ď Uai X Vai “ H.

und daraus folgt, dass
UA X UB “ H.

Satz 5.18 (Quotientenräume von Hausdorffräumen). Sei X kompakt und Haus-
dorffsch, q : X Ñ Z surjektiv, wobei Z die Quotiententopologie trage. Dann sind
äquivalent:

1) Z ist Hausdorffsch

2) q ist abgeschlossen

Beweis. Die Richtung ’1q ùñ 2q’ ist genau Korollar 5.14
’2q ùñ 1q’: Jedes z P Z hat ein Urbild x P X unter q. Es ist txu Ď X abgeschlossen,
da X hausdorffsch. Wegen q abgeschlossen folgt nun, dass auch

tzu “ qptxuq.

abgeschlossen ist.
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Definition 5.19 (saturierte Menge). Eine Teilmenge W Ď X heißt saturiert,
falls W “ q´1pqpW qq (insbesondere sind alle Urbilder saturiert, und ðñ @x P
XzW : gpxq P ZzgpW q).

Bemerkung 5.20. Sei U Ď X offen und saturiert, dann ist qpUq offen. Hierzu
schreibe

U “ q´1pqpUqq ùñ qpUq offen.

Seien y ‰ z P Z. Dann sind tyu , tzu abgeschlossen und disjunkt. Dann sind auch

A “ q´1pyq B “ q´1pzq.

abgeschlossen und disjunkt (in X). Nach Annahme ist X kompakt und Hausdorff,
also normal nach Satz 5.17. Also existieren U1, U2 Ď X offen mit A Ď U1, B Ď U2

und U1 X U2 “ H. Setze

V1 :“ Xzq´1pqpXzU1qq V2 :“ Xzq´1pqpXzU2qq.

Behauptung 2. Es sind V1, V2 offen, disjunkt und saturiert und A Ď V1 sowie
B Ď V2.

Unterbeweis. Nächstes Mal. �

Es folgt, dass qpV1q, qpV2q offen in Z sind. Weiter ist y P qpAq Ď qpV1q und z P qpBq Ď
qpV2q. Da V1, V2 disjunkt und saturiert, sind auch qpV1q, qpV2q disjunkt und wir sind
fertig. Vorlesung 5

Di 27 Apr 2021

Beweis der Behauptung. Es ist klar, dass V1, V2 offen sind. Für Disjunktheit sehen
wir mit

XzUi Ď q´1pqpXzUiqq.

dass Ui Ě Xzq´1pqpXzUiqq “ Vi Für Saturiertheit genügt es zu sehen, dass q´1pCq
saturiert ist für alle C Ď Z, da

q´1pqpq´1pCqqq “ q´1pCq.

weil q surjektiv ist. Wegen

A Ď U1 ùñ XzA Ě XzU1

ùñ qpXzAq Ě qpXzU1q

ùñ q´1pqpXzAqq
looooooomooooooon

“XzA

Ě q´1qpXzU1q
.

liefert nun Komplementbildung unser gewnschtes Ergebnis, dass

A Ď Xzq´1pqpXzU1qq “ V1.
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Beispiel 5.21. RPn ist Hausdorffsch.

Beweis. Es ist RPn – Sn{x „ ´x. Sei

q : Sn Ñ Sn{x „ ´x.

die Projektion. Da Sn kompakt und Hausdorffsch ist, ist RPn Hausdorffsch genau
dann, wenn q abgeschlossen ist. Ist A Ď Sn, so ist q´1pQpAqq “ AY´A.
Da ´ : Sn Ñ Sn ein Homöomorphismus ist, ist ´A abgeschlossen, wenn A
abgeschlossen ist. Dann ist auch AY´A abgeschlossen.

Korollar 5.22 (Projektiver Raum). Sei „ auf Dn “ tx P Rn | ‖x‖ ď 1u erzeugt
durch x „ ´x für alle x P Sn´1 Ď Dn. Dann ist

Dn{ „– RPn.

Insbesondere ist

RP1 – D1{ t´1, 1u – r0, 1s{ t0, 1u – S1

Beweis. Betrachte die stetige Abbildung

f :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Dn ÝÑ Sn

x ÞÝÑ px,
a

1´ ‖x‖2q

Wir erhalten das Diagramm:

Dn Sn

Dn{ „ Sn{px „ ´xq – RPn
f

Wir sehen leicht, dass f bijektiv ist. Da Dn kompakt, ist auch Dn{ „ kompakt,
und RPn ist Hausdorffsch, also handelt es sich um einen Homöomorphismus (mit
Korollar 5.15)
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Korollar 5.23. Sei X kompakt und Hausdorffsch und A Ď X. Dann sind
äquivalent

1) X{A ist Hausdorffsch

2) A ist abgeschlossen.

Beweis. ’1q ùñ 2q’. Ist X{A Hausdorffsch, so ist die einpunktige Menge trAsu
abgeschlossen (nach Theorem 4.4). Also ist q´1pAq “ A abgeschlossen nach Definition
der Quotiententopologie.
’2q ùñ 1q’ Nach Theorem 5.18 genügt es zu zeigen, dass q : X Ñ X{A abgeschlossen
ist. Für B Ď X abgeschlossen ist, müssen wir also zeigen, dass qpBq abgeschlossen
ist, nach Definiton also, dass q´1pqpBqq Ď X abgeschlossen ist. Nun ist

q´1pqpBqq “

#

B falls B XA “ H

B YA falls B XA ‰ H
.

abgeschlossen, weil A abgeschlossen ist.

Beispiel 5.24. a) Es ist Dn{Sn´1 Hausdorffsch. Alternativ können wir auch
sehen, dass Dn{Sn´1 – Sn ist. Hierzu betrachte die Projektion:

Dn ÝÑ Sn

x ÞÝÑ

#

p2x,
a

1´ ‖2x‖2 0 ď ‖x‖ ď 1
2

´

2´2‖x‖
‖x‖ ¨ x,´

a

1´ p2´ 2‖x‖q2
¯

1
2 ď ‖x‖ ď 1

Diese ist stetig, denn falls ‖x‖ “ 1
2 ist

2´ 2‖x‖
‖x‖

“
2´ 1

1
2

“ 2.

und

a

1´ ‖2x‖2 “
?

1´ 1 “ 0 “ ´
?

0 “ ´
a

1´ p2´ 2‖x‖q2.

Ist ‖x‖ “ 1, so ist
2´ 2‖x‖

‖x‖
“ 0.

und somit ist fpxq “ p0,´1q P Rn ˆ R. Also faktorisiert f über f :
Dn{Sn´1 Ñ Sn. Wir sehen wieder leicht, dass f stetige Bijektion ist. Da
Dn{Sn´1 kompakt und Sn Hausdorffsch, folgt wieder, dass f ein Homöomorphismus
ist.

b) Wir erhalten nun eine Abbildung:

Sn Sn{px „ ´xq – RPn – Dn{px „ ´xq Dn{Sn´1 – Sn
q
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und diese ist im Allgemeinen kein Homöomorphismus, denn jeder Punkt
hat 2 Urbilder.

6 Basen und Subbasen

Definition 6.1 (Basis). Sei pX,Oq ein topologischer Raum. Sei S Ď O eine
Menge offener Mengen. Dann heißt S

Basis , falls @U Ď O existiert Si P S mit U “
Ť

iPI Si

Subbasis , falls @U P O existieren I,Ki endlich sowie Sk P S mit

U “
ď

iPI

č

kPKi

Sk.

Bemerkung 6.2. Ist S eine Basis, so ist S eine Subbasis.

Beispiel 6.3. Ist pX, dq ein metrischer Raum, so ist

S “ tUpx, εq | x P X, ε ą 0u .

eine Basis der Topologie.

Satz 6.4 (Erzeugte Topologie). Sei X eine Menge, S Ď PpXq eine Menge von
Teilmengen. Dann existiert genau eine Topologie auf X, für die S eine Subbasis
ist, nämlich:

O “

#

U Ď X | U “
ď

iPI

č

kPKi

Sk mit |Ki| ă 8, Sk P S

+

.

Beweis. Übung als Aufgabe 3.2.

Notation 6.5. Wir nennen O die von S erzeugte Topologie.

Lemma 6.6 (Stetigkeit auf Subbasiselementen). Sei f : X Ñ Y eine Abbildung
zwischen topologischen Räumen, S eine Subbasis von Y . Dann sind äquivalent:

1) f ist stetig

2) f´1pSq ist offen für alle S P S

Beweis. ’1q ùñ 2q’ ist klar, da Subbasiselemente offen sind.
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’2q ùñ 1q’. Sei U Ď Y offen, dann DKi endlich und Sk P S mit

U “
ď

iPI

č

kPKi

Sk.

Dann ist aber genau
f´1pUq “

ď

iPI

č

kPKi

f´1pSkq
looomooon

offen

.

offen, weil endliche Schnitte und beliebige Vereinigung offener Mengen offen sind. Also
ist f stetig.

Satz 6.7. Eine Subbasis S von pX,Oq ist eine Basis genau dann, wenn

@S1, S2 P S DSi P S : S1 X S2 “
ď

iPI

Si.

Beweis. ’ ùñ ’ Da S1, S2 P S sind diese offen. Dann ist auch S1 X S2 offen. Ist S
Basis, dann gibt es also Si P S mit

S1 X S2 “
ď

iPI

Si.

’ ðù ’ Angenommen, U Ď X ist offen und von der Form

U “
ď

iPI

˜

č

kPKi

Sk

¸

.

mit Ki endlich und Sk P S. Nach Annahme ist

č

kPKi

“
ď

jPJi

Sj .

und damit ist
U “

ď

iPI

ď

jPJi

Sj .

Bemerkung* 6.8. Nach Annahme ist eigentlich erstmal der Schnitt von 2 Men-
gen die Vereinigung von Si. Allerdings kann man dies per Induktion leicht auf n
Teilmengen verallgemeinern, wenn wir

n
č

k“1

Sk “ S1 X

n
č

k“2

Sk “ S1 X
ď

iPI

Si “
č

iPI

pSi X Skq “
ď

iPI

ď

jPJi

Sj .

für geeignete Si, Sj P S schreiben.
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Satz 6.9 (Satz von Alexander). Sei X ein topologischer Raum und S eine Sub-
basis. Dann ist X kompakt genau dann, wenn jede Überdeckung durch Elemente
aus S eine endliche Teilüberdeckung besitzt.

Beweis. ’ ùñ ’ ist klar.
’ ðù ’ Angenommen, X ist nicht kompakt, dann betrachte die Menge

C :“
 

U | U offene Überdeckung ohne endliche Teilüberdeckung
(

‰ H.

Es ist C partiell geordnet, indem wir U ď U 1 für U Ď U 1 setzen.
Ist U1 Ď U2 Ď . . . eine Kette, so ist

Ť

Ui
P C, denn

� Offenbar ist
Ť

iPI Ui eine offene Überdeckung.

� Hat
Ť

iPI Ui eine endliche Teilüberdeckung, so ist diese schon in einem Ui ent-
halten, und damit enthielte auch dieses Ui bereits eine endliche Teilüberedckung

 
Wir können also das Lemma von Zorn anwenden, und somit existiert ein maximales
Elment U P C.

Behauptung 3. Ist V Ď X offen und V R U , so hat U Y tV u eine endliche
Teilüberdeckung

Unterbeweis. Sonst wäre U Y tV u P C und somit wäre U nicht maximal �

Behauptung 4. U X S ist keine Überdeckung

Unterbeweis. Sonst hätte U eine endliche Teilüberedckung nach Annahme. �

Wegen Behauptung 2 existiert x P X, der nicht von U XS überdeckt wird. Sei W P U
mit x PW . Da W offen ist, folgt

W “
ď

iPI

č

kPKi

Sk.

mit Ki endlich und Sk P S. Dann existieren also S1, . . . , Sn mit

x P
n
č

i“1

Si ĎW.

Da x nicht von U X S überdeckt wird, ist Si R U . Aus der ersten Behauptung wissen
wir nun aber, dass es U i1, . . . , u

i
ni P U mit

 

U ij
(n

j“1
Y tSiu ist Überdeckung von X.

Sei nun
Û :“

 

U ij | 1 ď i ď n, 1 ď j ď ni
(

Ď U.

Für alle i gilt also
X Ď

ď

V PÛ

V Y Si.
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Also folgt
Xz

ď

V PÛ

V Ď Si.

und damit ist auch
Xz

ď

V PÛ

V Ď S1 X . . .X Sn ĎW P U.

Also ist Û Y tW u eine endliche Teilüberdeckung von U ,  . Vorlesung 6
Do 29 Apr 2021

7 Produkte

Definition 7.1 (Produkttopologie). SeienX1, X2 topologische Räume. Die Pro-
dukttopologie auf X1 ˆX2 ist die Topologie erzeugt von

B “ tU1 ˆ U2 | U1 Ď X1 offen , U2 Ď X2 offenu .

Beispiel 7.2. Seien pX1, d1q und pX2, d2q metrische Räume. Auf X1ˆX2 haben
wir die Metriken definiert durch

dmaxppx1, x2q, py1, y2q :“ max td1px1, y1q, d2px2, y2qu

d̃1ppx1, x2q, py2, y2qq :“ d1px1, y1q ` d2px2, y2q

d̃2ppx1, x2q, py1, y2qq :“
a

d1px1, y1q
2 ` d2px2, y2q

2

.

Dies Metriken sind paarweise äquivalent (leicht zu prüfen). Zudem sind ε-Bälle
in dmax gegeben durch

Udmax
ppx1, x2q, εqq “ Ud1px1, εq ˆ Ud2px2, εq.

D.h. die von dmax induzierte Topologie ist die Produkttopologie.

Beispiel 7.3. Es ist R2 – RˆR, wobei wir auf der linken Seite die Standardto-
pologie und auf der rechten Seite die Proudkttopologie meinen.

Bemerkung 7.4. B ist per Definition eine Subbasis der Produkttopologie, in
der Tat handelt es sich jedoch sogar um eine Basis:

Beweis. Seien U1 ˆ U2 sowie V1 ˆ V2 P B Basiselemente. Wir stellen fest, dass

pU1 ˆ U2q X pV1 ˆ V2q “ pU1 X U2q ˆ pV1 X V2q.

das Produkt zweier Basiselemente ist, und somit sind wir fertig.
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Satz 7.5 (Projektion auf Komponenten). Die Projektionen

px :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X ˆ Y ÝÑ X
px, yq ÞÝÑ x

pY :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X ˆ Y ÝÑ Y
px, yq ÞÝÑ y

sind stetig und offen

Beweis. Sei U Ď X offen. Dann ist p´1
X pUq “ U ˆ Y P B, also offen. Analoges gilt für

pY .
Sei U Ď X ˆ Y offen. Dann können wir U schreiben als

U “
ď

iPI

Ui ˆ Vi.

OBdA können wir Vi ‰ H annehmen. Dann ist aber

PXpUq “
ď

iPI

pXpUi ˆ Viq “
ď

iPI

Ui Ď X.

offen, also ist pX offen.

Was passiert mit der leeren Menge? Hierzu erinnern wir uns an

X ˆ Y :““ tpx, yq | x P X, y P Y u .

also
X ˆH “ tpx, yq | x P X, y P Hu “ H.

Bemerkung 7.6. Die Projektion pX ist i.A. nicht abgeschlossen.

Beweis. Betrachte A “
 `

1
n , n

˘

P R2 | n P Ną0

(

Ď R2 abgeschlossen. Dann ist

aber p1pAq “
 

1
n | n P Ną0

(

Ď R nicht abgeschlossen.

Satz 7.7. Ist Y kompakt, so ist pX abgeschlossen.

Beweis. Sei A Ď X ˆ Y abgeschlossen. Wir müssen zeigen, dass XzpXpAq offen ist,
also wähle x P XzpXpAq. Für alle y P Y ist px, yq R A (sonst wäre x P pXpAq, also
gibt es

x P Uy Ď X y P Vy Ď Y offen: pUy ˆ Vyq XA “ H.

Damit sind die tVyuyPY eine offene Überdeckung von Y und wir finden mit Y kompakt
eine endliche Teilüberdeckung Vy1 , . . . , Vyn von Y . Setzen wir nun

U :“
n
č

i“1

Uyi .

so ist U Ď X offen als endlicher Schnitt und wir stellen mit

U ˆ Vyi Ď Uyi ˆ Vyi Ď pX ˆ Y qzA.
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fest, dass bereits U ˆ Y Ď pX ˆ Y qzA (weil die Vyi bereits Y überdecken). Nun muss
aber bereits

U Ď XzpXpAq.

gelten, und damit ist dieses U eine offene Umgebung von x P XzpXpAq.

Abbildung 12: Beweisskizze zu Theorem 7.7

Lemma 7.8 (Subbasis der Produkttopologie). Seien X,Y topologische Räume.
Die Menge

S “ tU ˆ Y,X ˆ V | U Ď X offen, V Ď Y offenu .

ist eine Subbasis der Produkttopologie.

Beweis. Sei W Ď XˆY offen. Dann gibt es nach der Definition der Produkttopologie
Ui Ď X,Vi Ď Y offen mit

W “
ď

iPI

pUi ˆ Viq.

Also ist bereits
W “

ď

iPI

ppUi ˆ Y q X pX ˆ Viqq.

eine Vereinigung endlicher Schnitt von unseren Subbasiselementen.
Umgekehrt ist klar, dass alle Elemente aus S auch offene Mengen in der Produktto-
pologie sind, da S Ď B.

Satz 7.9 (Universelle Eigenschaft des Produkts). Seien A,X1, X2 topologische
Räume sowie fi : AÑ Xi. Dann ist die Abbildung

pf1 ˆ f2q “: f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A ÝÑ X1 ˆX2

a ÞÝÑ pf1paq, f2paqq
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stetig genau dann, wenn f1, f2 stetig sind.

X1

A X1 ˆX2

X2

f

f1

f2

p1

p2

Beweis. Es ist fi “ pi ˝ f . Ist f stetig, so ist fi stetig als Verknüpfung stetiger
Funktionen.
Angenommen, es sind f1, f2 stetig. Wir müssen zeigen, dass für alle U1ˆU2 Ď X1ˆX2

mit Ui Ď Xi offen auch f´1pU1 ˆ U2q offen ist. Hierzu stellen wir aber fest, dass

f´1pU1 ˆ U2q “ f´1
1 pU1q X f

´1
2 pU2q.

offen ist.

Beispiel 7.10. a) Wir behaupten, dass

Rn`1z t0u – Sn ˆ p0,8q – Sn ˆ R.

ist. Betrachte hierzu

ϕ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rn`1z t0u ÝÑ Sn ˆ p0,8q

x ÞÝÑ

´

x
‖x‖2

, ‖x‖2

¯

Wir sehen nun mit der universellen Eigenschaft sofort, dass es sich um eine
stetige Abbildung handelt. Zudem haben wir die Umkehrfunktion

Sn ˆ p0,8q ÝÑ Rn`1z t0u
py, tq ÞÝÑ t ¨ y

Wir müssen noch prüfen, dass diese stetig ist (Übung), dann haben wir
einen Homöomorphismus.

b) S1 ˆ S1 ist ein Torus. Betrachte hierzu

ϕ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r0, 1s2 ÝÑ S1 ˆ S1

ps, tq ÞÝÑ pe2πis, e2πitq

ϕ ist stetig und erfüllt ϕps, 0q “ ϕps, 1q sowie ϕp0, tq “ ϕp1, tq. Also faktori-

siert ϕ wie gewünscht als

r0, 1s
2

S1 ˆ S1

r0, 1s
2
{ „

ϕ

ϕ1
wobei „ die Relation

ist, die wir für die Konstruktion des Torus verwendet hatten. ϕ1 ist stetig
und surjektiv nach der Universellen Eigenschaft, und wir sehen leicht, dass
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ϕ1 injektiv ist. Also ist ϕ1 stetig und bijektiv. Nun ist aber r0, 1s2 kompakt
und S1ˆS1 Hausdorff (z.B. als metrisierbare Teilmenge von R2ˆR2), und
somit ist ϕ1 ein Homöomorphismus nach Korollar 5.15

Abbildung 13: Die Einbettung von T – S1 ˆ S1

Korollar 7.11 (Komponente eines Produkts). Seien X,Y topologische Räume
sowie y P Y . Dann ist X – X ˆ tyu Ď X ˆ Y mittels x ÞÑ px, yq.

Beweis. Nenne diese Abbildung f , also

f :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X ÝÑ X ˆ Y
x ÞÝÑ px, yq

f ist stetig, da sowohl idX als auch

cY :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X ÝÑ Y
x ÞÝÑ y

stetig sind (mit universeller Eigenschaft). f faktorisiert nun über X ˆ tyu Ď X ˆ Y
und f : X Ñ X ˆ tyu ist offensichtlich bijektiv. Wir müssen also noch zeigen, dass
foffen ist.
Sei U Ď X offen, dann ist U ˆ Y Ď X ˆ Y offen. Es ist zudem

fpUq “ U ˆ tyu “ U ˆ Y XX ˆ tyu Ď X ˆ tyu .

in X ˆ tyu offen.

Satz 7.12 (Produkteigenschaften). Seien X,Y topologische Räume.

1) Sind X und Y Hausdorffsch, so auch X ˆ Y

2) Sind X und Y kompakt, so auch X ˆ Y .

Beweis. 1) Seien px, yq ‰ px1, y1 P X ˆ Y . Dann ist x ‰ x1 oder y ‰ y1. OBdA sei
x ‰ x1. Dann existieren U,U 1 Ď X offen mit x P U, x1 P U 1 und U X U 1 “ H,
weil X Hausdorffsch. Dann sind

px, yq P U ˆ Y px1, y1q P U 1 ˆ Y.
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jeweils offen, und ihr Schnitt ist

pU ˆ Y q ˆ pU 1 ˆ Y q “ pU X U 1q ˆ Y “ H.

Also ist X ˆ Y Hausdorffsch.

2) Wir wollen den Satz von Alexander (6.9) verwenden. Sei U eine offene Überdeckung
von X ˆ Y mit Elementen der Form U ˆ Y oder X ˆ V . Sei

W “
ď

UˆY PU
U Ď X W 1 “

ď

XˆV PU
V Ď Y.

Ist W “ X, so existiert eine endliche Teilüberdeckung von tU | U ˆ Y P Uu
durch U1, . . . , Un. Dann ist bereits

tUi ˆ Y | i “ 1, . . . , nu .

eine endliche Teilüberdeckung von X ˆ Y . Für W 1 “ Y verfahren wir genauso.
Ist W ‰ X und W 1 ‰ Y , so existiert x P XzW, y P Y zW 1. Dann ist px, yq
aber nicht von U überdeckt, weil er von keinem U ˆ Y und von keinem X ˆ V

überdeckt wird,  .
Also finden wir in beiden Fällen eine endliche Teilüberdeckung.

Bemerkung 7.13. Der Beweis geht auch ohne den Satz von Alexander. Viel
leichter: Es genügt, offene Überdeckungen bezüglich einer Basis zu betrachten
(Spezialfall von Alexander, leicht zu zeigen), dann verfahren wir wie folgt:
Sei U eine Überdeckung von X ˆ Y mit Elementen aus B. Dann gibt es eine
endliche Teilüebredckung von X ˆ tyu. Sei diese tUyi ˆ V

y
i u i “ 1ny . Setze

Vy :“
nY
č

i“1

V yi .

Dann ist dies eine Überdeckung von X ˆ Vy. Die Vy bilden nun eine offene
Überdeckung von Y , also finden wir wieder eine endliche Teilüberdeckung durch
Vy1 , . . . , Vyn . Da wir aber die X ˆ Vyi jeweils endlich überdeckt haben, können
wir nun auch X ˆ Y endlich überdecken.
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Abbildung 14: Skizze für den alternativen Beweis von Theorem 7.28 für endlich
viele Räume.

Definition 7.14 (Produkt endlich vieler Mengen). Seien X1, . . . , Xn topologi-
sche Räume. Dann definieren wir ihr Produkt rekursiv durch

X1 ˆ . . .ˆXn :“ pX1 ˆ . . .ˆXn´1q ˆXn.

Lemma 7.15 (Basis des Produktes). Seien X,Y topologische Räume mit Basen
BX ,BY . Dann ist

BXˆY :“ tU ˆ V | U P BX , V P BY u .

eine Basis der Topologie auf X ˆ Y .

Korollar 7.16 (Basis endlicher Produkte). Die Mengen U1ˆU2ˆ . . . .ˆUn mit
Ui Ď Xi offen sind eine Basis der Topologie auf X1 ˆ . . .ˆXn.
Insbesondere ist die Topologie unabhängig von der Klammerung.

Beweis. Setze BXi “ OXi .

Beweis von Lemma 7.15. Seien W P X,W 1 Ď Y offen. Dann existieren Ui P BX sowie
Vj P BY mit

W “
ď

iPI

Ui W 1 “
ď

jPJ

Vj .

Dann ist bereits:
W ˆW 1 “

ď

iPI
jPJ

Ui ˆ Vj .

Ist nun A Ď X ˆ Y beliebig offen, so gilt

A “
ď

Wi ˆW
1
i “

ďď

iPI
jPJ

Ui ˆ Vj .

Umgekehrt ist klar, dass die Ui ˆ Vj offen in der Produkttopologie sind.
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Bemerkung* 7.17. Im Beweis wurden - der Einfachheit halber - manche In-
dexmengen weggelassen. Es ist aber leicht einzusehen, dass es sich hierbei nur
um ein formales Detail handelt.

Bemerkung* 7.18. Eigentlich haben wir im Beweis von Korollar 7.16 die Aus-
sage von Lemma 7.15 für beliebig viele Räumen (endlich viele) benutzt. Man
verallgemeinert das Lemma jedoch induktiv leicht auf endlich viele Räume:

Beweis von Lemma 7.15*. Den Fall n “ 2 verwenden wir als Induktionsanfang, er
wurde bereits gezeigt. Seien nun X1, . . . , Xn mit Basen Bi gegeben, dann wissen wir
per Induktionsannahme bereits, dass

BX1ˆ...ˆXn´1 :“ tU1 ˆ . . .ˆ Un´1 | Ui P Biu .

eine Basis von X1 ˆ . . .ˆXn´1 ist. Zudem ist Bn eine Basis von Xn und somit ist

BpX1ˆ...ˆXn´1qˆXn : “ tpU1 ˆ . . . Un´1q ˆ Un | Ui P Biu
“ tU1 ˆ . . .ˆ Un | Ui P Biu
“: BX1ˆ...ˆXn

eine Basis von pX1 ˆ . . . Xn´1q ˆXn “ X1 ˆ . . . ˆXn und der Induktionsschritt ist
erbracht.

Satz 7.19 (Diagonaleigenschaft). Sei X ein topologischer Raum. Dann ist X
Hausdorffsch, genau dann, wenn

∆X :“ tpx, xq | x P Xu Ď X ˆX.

abgeschlossen ist.

Notation 7.20. Wir nennen ∆X Ď X2 die Diagonale von X.

Beweis. ’ ùñ ’ Nimm an, dass X Hausdroffsch ist und sei px, yq P X ˆXz∆X , d.h.
x ‰ y. Dann existieren x P Ux, y P Uy offen (in X), sodass Ux X Uy “ H. Also ist

px, yq P Ux ˆ Uy Ď X ˆXz∆X .

, denn wenn pa, bq P UxˆUy, dann ist a ‰ b. Also ist XˆXz∆X offen nach Definition.
’ ðù ’ Nimm nun an, dass die Diagonale abgeschlosen ist. Seien x, y P X mit x ‰ y
beliebig. Dann ist

px, yq P X ˆXz∆X “
ď

iPI

Ui ˆ Vi.

Also ist px, yq P UˆV Ď XˆXz∆X für eine Wahl von U, V . Dann ist aber x P U, y P V

sowie U X V “ H, denn wenn a P U ˆ V , so pa, aq P U ˆ V X∆X “ H,  .
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Definition 7.21 (Produkte beliebiger Mengen). Sei tXiuiPI eine Familie topo-
logischer Räume. Die Produkttopologie auf

ź

iPI

Xi :“ tpxiqiPI | xi P Xiu .

ist die Topologie erzeugt von der Subbasis

S :“

#

Uj ˆ
ź

i‰j

Xi | j P I, Uj Ď Xj offen

+

.

Bemerkung 7.22. � S ist wirklich nur eine Subbasis. Eine Basis ist gegeben
durch

B :“

$

&

%

ź

jPJ

Uj ˆ
ź

iPIzJ

Xi | J Ď I endlich, Uj Ď Xj offen

,

.

-

.

d.h. wir dürfen bei endlich vielen Faktoren eine endliche Teilmenge wählen,
und wählen in den restlichen Faktoren den ganzen Raum

� Ist I endlich, so stimmt dies mit der vorherigen Definiton überein, weil wir
für die Basis jeweils J “ I wählen können.

� !
a

Ist I unendlich, so ist im Allgemeinen

ź

iPI

Ui.

mit Ui Ď Xi offen nicht offen.

Bemerkung* 7.23 (Mengentheorie-Spam). � Wir benötigen das Auswahl-
axiom, um einzusehen, dass obiges Produkt überhaupt nichtleer ist, sofern
keiner der Faktoren leer ist. Formal ist das Produkt der Xi nämlich defi-
niert als

ź

iPI

Xi :“

#

f : I Ñ
ď

iPI

Xi | @i : fpiq P Xi

+

.

und das Auswahlaxiom besagt genau, dass es für jede solche Familie nicht-
leerere Mengene (mindestens) eine solche Funktion gibt (es ist also äquivalent
dazu, dass die Produkte nichtleer sind).

� Im Gegensatz zu dem, was in der Vorlesung genannt wurde, ist es kein
Problem, wenn I “ H, also die Familie leer ist. Dann ist nämlich

ź

iPI

Xi “ tf : HÑH | @i : fpiq P Hu “ tHu .
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nicht leer. (Hierzu sollte man sich klarmachen, dass eine Funktion f : AÑ
B eine Teilmenge von A ˆ B war, sodass @a P A D!b P B : pa, bq P f , und
somit suchen wir eine Teilmenge f Ď HˆH “ H).
Auch die Topologie ist in diesem Fall wohldefiniert, weil die Subbasis wie-
der die leere Menge ist (nämlich eine Teilmenge von

ś

Xi “ tHu, und zwar
tHu selbst), und diese ist auch eine vollständige Topologie, weil unser to-
pologischer Raum nur einen Punkt enthält (nämlich H). Wir erhalten also
den einpunktigen topologischen Raum.

Vorlesung 7
Di 04 Mai 2021

Satz 7.24 (Universelle Eigenschaft des Produkts). Seien pXiqiPI topologische
Räume, A ein topologischer Raum und seien fi : AÑ Xi Funktionen. Sei

f :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A ÝÑ
ś

iPI Xi

a ÞÝÑ pfipaqqiPI

Dann ist f stetig genau dann, wenn alle fi stetig sind.

X1

X2

A
ś

iPI Xi

...

Xi

...

f

f1

f2

fi

pr1

pr2

pri

.

Bemerkung* 7.25. Die Universelle Eigenschaft ist genau genommen die Fol-
gende:
Seien pXiqiPI topologische Räume. Ein topologischer RaumX zusammen mit Ab-
bildungen pri : X Ñ Xi wird Produkt der Xi genannt, wenn es für jedes A und
stetige Abbildungen fi : A Ñ Xi genau eine induzierte Abbildung f : A Ñ X
gibt.
Diese Eigenschaft ist nun universell im Sinne der Kategorientheorie, d.h. bis auf
eindeutig bestimmten Isomorphismus gibt es nur ein Paar pX, ppriqiPIq, das die
oben genannten Eigenschaften bestimmt.
Wir haben zwar oben nicht die Eindeutigkeit des Produkts gezeigt, aber dessen
Existenz (was aus der Kategorientheorie nicht folgt), indem wir ein explizites
solches Objekt konstruiert haben.
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Bemerkung* 7.26. Insbesondere sollte man sich merken, dass die kanonischen
Projektionen pri wichtiger Teil der Information eines Produktes sind. Bei unserer
expliziten Konstruktion ’kanonisch’, denkbar ist jedoch auch, eine völlig andere
Trägermenge des Produkts zu wählen, dann ist die Angabe der Projektionen
essentiell.

Lemma und Definition 7.27. Sei j P I, setze

prj :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ś

iPI ÝÑ Xj

pxiqiPI ÞÝÑ xj

als Projektion auf die j-te Komponente. Dann ist prj stetig.

Beweis. Ist U Ď Xj offen, dann ist pr´1
j pUq “ U ˆ

ś

i‰j Xi P S ein Element der
Subbasis der Produkttopologie, also offen. Also ist prj stetig.

Beweis von Theorem 7.24. ’ ùñ ’ fj “ prj ˝ f ist stetig als Verknüpfung stetiger
Funktionen.

Verknüpfungen stetiger Funktionen sind stetig:
Seien f : X Ñ Y und g : Y Ñ Z stetig, dann ist g ˝ f : X Ñ Z stetig.

Beweis. Ist U Ď Z offen, so ist

pg ˝ fq´1pUq “ f´1pg´1pUqq Ď X.

offen, indem wir zunächst g stetig und dann f stetig verwenden.

’ ðù ’ Es genügt zu zeigen, dass f´1pY q Ď A offen ist für alle Y P S. Sei also solch
ein Y P S beliebig, dann ist dieses von der Form

Y “ U ˆ
ź

i‰j

Xi.

Dann ist f´1pY q “ f´1
j pAq Ď A offen, da fj stetig ist.

Satz 7.28 (Satz von Tychonoff). Sei pXiqiPI eine Familie kompakter Räume.
Dann ist

ś

iPI Xi kompakt.

Beweis. Wir verwenden wieder den Satz von Alexander (Theorem 6.9). Sei U eine
Überdeckung durch Elemente aus S. Sei Uj Ď U gegeben durch die Elemente V von
U der Form

V “W ˆ
ź

i‰j

Xi mit W Ď Xj offen.

Dann ist
U “

ğ

iPI

Uj .
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Ist nun
pripUiq “ tpripV q | V P Uiu .

eine offene Überdeckung von Xi, so existiert - weil Xi kompakt - eine endliche
Teilüberdeckung pripV1q Y . . . Y pripVkq von Xi mit Vj P Ui. Dann ist V1, . . . , Vk
eine endliche Teilüberedckung von

ś

iPI Xi.
Wir sind also fertig, außer im Fall
A: pripUiq ist keine Überdeckung von Xi für alle i P I.
Dann finden wir xi P Xiz

Ť

V PUi pripV q für jedes i P I. Dann ist aber der Punkt

pxiqiPI P
ź

iPI

Xi.

nicht von U überdeckt: Ist pxiqiPI P V P U , dann gibt es i P I mit V P Ui, und daraus

folgt bereits xi P pripV q,  .

Bemerkung 7.29. Eigentlich haben wir die Notation prj für die Projektion
ś

iPI Xi Ñ Xj eingeführt, manchmal schreiben wir aber auch einfach nur pj .

Beispiel 7.30. a) Seien X1, . . . , Xn diskrete Räume. Dann ist auch
ś

iPI Xi

diskret.

Beweis. Es ist
tpx1, . . . , xnqu “ tx1u ˆ . . .ˆ txnu .

Element der Produkttopologie, weil die txiu Ď Xi offen sind. Also sind alle
Punkte offen.

b) Betrachte t0, 2u mit der diskreten Topologie. Dann ist

ź

N
t0, 2u “: t0, 2u

N
.

kompakt nach dem Satz von Tychonoff. Dann ist
ś

N t0, 2u aber nicht
diskret, weil wir sonst die offene Überdeckung

ź

N
t0, 2u “

ď

xPt0,2uN

txu .

hätten, die keine endliche Teilüberdeckung besitzt.

Bemerkung* 7.31. Das Beispiel zeigt die wichtige Eigenschaft, dass nicht (not-
wendigerweise) alle Mengen der Form

ś

iPI Ui für Ui Ď Xi offen auch im Produkt
ś

iPI Xi offen sind.

Satz 7.32. Ist tXiuiPI eine Familie von Hausdorffräumen, so ist auch
ś

iPI Xi

Hausdorffsch.
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Beweis. Ist pxiqiPI ‰ pyiqiPI P
ś

iPI Xi, dann gibt es i P I mit xi ‰ yi. Da Xi

Hausdorffsch ist, existieren Ui, Vi Ď Xi offen mit xi P Ui, yi P Vi und Ui X Vi “ H.
Dann sind aber beretis

Ui ˆ
ź

i‰j

Xj Vi ˆ
ź

i‰j

Xj .

zwei disjunkte, offene Umgebungen von pxiqiPI und pyiqiPI .

Wir wollen uns im Folgenden fragen, wann wir Räume in ’schöne’ Räume einbetten
können, wobei ’schön’ für uns kompakt + Hausdorff heißen soll.

Definition 7.33 (Abschluss, Dichtheit). Sei X ein topologischer Raum und Y Ď
X eine Teilmenge.

1) Der Abschluss Y ist definiert als

Y :“
č

YĎA
AĎX abg.

A.

Als Schnitt abgeschlossener Mengen ist Y selbst abgeschlossen (wie der
Name suggeriert).

2) Y ist dicht in X, falls Y “ X.

Definition 7.34 (Einbettung). Sei f : X Ñ Y stetig. Dann ist f eine Einbet-
tung, falls f : X Ñ fpXq ein Homöomorphismus ist.

Definition 7.35 (Kompaktifizierung). Sei ι : Y ãÑ X eine Einbettung. Dann ist
X eine Kompaktifizierung von Y , falls

1) X ist kompakt und Hausdorffsch.

2) ιpY q Ď X ist dicht (in X).

Definition 7.36 (Vollständige Regularität). Ein topologischer RaumX ist vollständig
regulär, falls

1) X ist Hausdorffsch

2) @A Ď X abgeschlossen und x P XzA existiert eine stetige Abbildung f :
X Ñ r0, 1s, sodass fpxq “ 1 und f |A” 0

Bemerkung 7.37. Jeder vollständig reguläre Raum ist regulär. Hierzu betrach-
te f´1

``

1
2 , 1

‰˘

sowie f´1
`“

0, 1
2

˘˘

. Diese sind offenbar disjunkt, offen, und Um-
gebungen von x bzw. A.

7 PRODUKTE 53



Vorlesung 7: Kompaktifizierung

Lemma 7.38. Ist X vollständig regulär und Y Ď X, dann ist auch Y vollständig
regulär.

Beweis. 1) Da X Hausdorffsch ist, ist auch Y Hausdorffsch.

2) Sei A Ď Y abgeschlossen und y P Y zA. Dann existiert A1 Ď X abgeschlossen
mit A1 X Y “ A. Da X vollständig regulär ist, gibt es f : X Ñ r0, 1s stetig
mit f |A1” O und fpyq “ 1. Dann erfüllt f |Y : Y Ñ r0, 1s unsere gewünschten
Bedingungen, weil

pf |Y q |A” O f |Y pyq “ 1.

Satz 7.39. X ist genau dann vollständig regulär, wenn X eine Kompaktifizie-
rung besitzt.

Beweis. Eine Richtung sei hier schon skizziert: Sei Y eine Kompaktifizierung von
X. Da Y kompakt und Hausdorffsch, ist Y normal (nach Theorem 5.17). Wir zeigen
später, dass dann Y auch vollständig regulär ist. Mit Lemma 7.38 ist also auch X Ď Y
vollständig regulär.

Bemerkung* 7.40. Hier verwenden wir entscheidend, dass wir nicht nur X ãÑ

Y injektiv abgebildet, sondern eingebettet im Sinne von Definition 7.34 ha-
ben, damit wir X auch homöomorph mit einem Teilraum X Ď Y identifizieren
können.

Wir wollen nun zu einem beliebigen Raum eine Kompaktifizierung konstruieren. Sei
X ein topologischer Raum. Sei

CpXq :“ tf : X Ñ r0, 1s | f stetigu .

Nach dem Satz von Tychonoff ist
ś

CpXqr0, 1s kompakt und nach Theorem 7.32 Haus-
dorffsch. Definiere nun eine Abbildung

ι : X Ñ
ź

CpXq

r0, 1s.

durch die Komponenten ιf pxq “ fpxq. (wir benutzen also in der f -ten Komponente
einfach die Abbildung f). Da alle f P CpXq stetig sind, ist ι stetig (nach Theo-
rem 7.24). Setze nun

βX :“ ιpXq Ď
ź

CpXq

r0, 1s.

βpXq ist kompakt und Hausdorffsch als abgeschlossener Teilraum eines kompakten
Hausdorffraums.
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Satz und Definition 7.41 (Stone-Čech-Kompaktifizierung). Für einen topolo-
gischen Raum X heißt der eben konstruierte Raum βX “ βpXq Stone-Čech-
Kompaktifizierung von X. βX ist ein kompakter Hausdorffraum.

Beweis*. Klar nach eben gesagtem, wir verwenden den Satz von Tychonoff und Theo-
rem 7.32.

Warnung. Diese ist jedoch nur eine Kompaktifizierung im Sinne von Definition 7.35
falls X vollständig regulär ist.

Bemerkung* 7.42. Wir wissen schon, dass es sich im Allgemeinen nicht um
eine Kompaktifizierung nach Definition 7.35 handeln kann, weil wir im Beweis
von Theorem 7.39 gezeigt haben, dass eine Kompaktifizierung nur für vollständig
reguläre Räume existieren kann. Der folgende Satz zeigt nun, dass es sich bei der
Stonen-Čech-Kompaktifizierung tatsächlich um eine handelt, wenn X vollständig
regulär ist:

Satz 7.43. ι : X Ñ
ś

CpXqr0, 1s ist eine Einbettung, falls X vollständig regulär
ist.

Beweis. Injektivität: Seien x ‰ y P X. Dann sind txu , tyu Ď X abgeschlossen und es
existiert f : X Ñ r0, 1s mit fpxq “ 0 und fpyq “ 1 (hier benutzen wir die vollständige
Regularität). Dann ist aber bereits ιpxq ‰ ιpyq in Komponenten f .
Einbettung: Wir müssen noch zeigen, dass @U Ď X offen ιpUq Ď ιpXq offen ist,
damit ι : X Ñ fpXq ein Homöomorphismus ist.
Sei U Ď X offen, setze A :“ XzU und sei x P U . Dann finden wir (nach vollständiger
Regularität von X) eine Funktion f : X Ñ r0, 1s, sodass fpxq “ 1 und f |A“ 0. Setze

V :“

ˆ

1

2
, 1



f

ˆ
ź

CpXqztfu

r0, 1s Ď
ź

CpXq

r0, 1s.

als offene Teilmenge von
ś

CpXqr0, 1s. Dann ist

ιpxq P V X ιpXq
loooomoooon

offen in ιpXq

Ď ιpXzAq “ ιpUq.

Damit ist ιpUq Ď X Umgebung all seiner Punkte, also selbst offen.

Bemerkung 7.44. Ist K kompakt und Hausdorffsch, so ist ιpKq Ď
ś

CpKqr0, 1s

kompakt, also abgeschlossen, da
ś

CpKqr0, 1s kompakt, und deswegen ist βpKq “

ιpKq “ ιpKq – K.

Bemerkung* 7.45. Dass ιpKq – K folgt in vorheriger Bemerkung daraus,
dass wir wegen K kompakt und Hausdorffsch nach Theorem 5.17 wissen, dass K
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normal ist, und dann (mit der noch nicht bewiesenene Implikation normal ùñ
vollständig regulär) den vorherigen Theorem 7.43 anwenden können, weswegen
ι eine Einbettung ist und somit einen Homöomorphismus K – ιpKq induziert.

Beweis von Theorem 7.39*. Wir haben bereits gesehen, dass ein kompaktifizierbarer
Raum notwendigerweise vollständig regulär ist (im ersten Teil des Beweises). Ist X
nun vollständig regulär, so ist βpXq ein kompakter Hausdorff-Raum, und nach Theo-
rem 7.43 handelt es sich bei ιX : X Ñ βpXq genau um eine Einbettung.

Lemma 7.46 (Fortsetzung stetiger Funktionen). Sei f : X Ñ Y stetig sowie
U Ď X.

1) Dann ist fpUq Ď fpUq

2) Ist U Ď X dicht, g : X Ñ Y auch stetig und f |U“ g |U sowie Y Haus-
dorffsch, so ist beretis f “ g

Bemerkung* 7.47. Der Beweis von Lemma 7.46 ist genau Aufgabe 4.1.

Beweis von Lemma 7.46*. 1) Sei y P fpUq, also gibt es x P U mit fpxq “ y. Sei
y P V Ď X eine beliebige offene Umgebung von y. Dann ist f´1pV q eine offene
Umgebung von x nach Stetigkeit von f . Da x P U ist f´1pV q XU ‰ H und wir
wählen x0 P f

´1pV qXU . Dann ist fpx0q P V X fpUq und somit V X fpUq ‰ H.
Da V beliebig war, ist nach Definition y P fpUq.

2) Nimm an, dass f ‰ g, dann gibt es x P X mit fpxq ‰ gpxq. Da Y Hausdorffsch,
können wir die beiden Punkte durch offene Mengen trennen, also finden wir
fpxq P Uf , gpxq P Ug mit Uf X Ug “ H und Uf , Ug offen. Dann sind auch
f´1pUf q, g

´1pUgq offene Mengen nach Stetigkeit von f, g, also ist auch f´1pUf qX
g´1pUgq offen. Zudem x P f´1pUf q X g´1pUgq, da fpxq P Uf , gpxq P Ug nach
Voraussetzung. Da U Ď X dicht ist, ist U X pf´1pUf q X g

´1pUgqq ‰ H und wir
finden x0 P U X f

´1pUf q X g
´1pUgq. Dann ist wegen f |U” g |U fpx0q “ gpx0q,

aber auch fpx0q P Uf , gpx0q P Ug, also fpx0q “ gpx0q P Uf P Ug. Aber nach

Voraussetzung ist Uf X Ug “ H,  . Also f ” g.

Satz 7.48 (Universelle Eigenschaft von β). Sei f : X Ñ K stetig, K kompakt

und Hausdorffsch. Dann existiert eine eindeutige Fortsetzung f̂ : βpXq Ñ K, so
dass

X βpXq

K

ι

f

f̂

.

kommutiert.

7 PRODUKTE 56



Vorlesung 7: Kompaktifizierung

Ist fpXq Ď K dicht, so ist f̂ surjektiv: Es ist f̂pβpXqq kompakt, also ab-
geschlossen und enthält fpXq (weil das Diagramm kommutiert), und daraus

folgt fpXq Ď f̂pβpXqq.

Beweis. Die Eindeutigkeit von f̂ folgt direkt aus Lemma 7.46, weil f̂ über die Kom-
mutativität des Diagramms auf der dichten Teilmenge ιpXq Ď βpXq bereits eindeutig
bestimmt ist.

Idee. Ist K “ r0, 1s, so wähle f̂ “ prf |βpXq als stetige Projektion. Dann kommutiert
nämlich

X
ś

CpXq r0, 1s

r0, 1s

ι

f
prf .

nach Konstruktion von ι.

Das ganze können wir nun zwar nicht direkt für K machen, allerdings für jedes g P
CpKq. Für jedes g P CpKq erhalten wir durch Komposition g˝f P CpXq und damit nach
vorheriger Überlegung eine Abbildung prg˝f |βpXq : βpXq Ñ r0, 1s. Verwenden wir
diese als Komponentenabbildung nach

ś

CpKqr0, 1s, so induzieren wir eine Abbildung

f̂ “
ś

prg˝f |βpXq:

X βpXq
ś

CpKqr0, 1s

K
ś

CpKqr0, 1s

r0, 1s . . . r0, 1s

ιX

f

Ď

prgi˝f

prgj˝f

f̂

ιK

gi
gjprgi

prgj

Das linke obere Quadrat kommutiert auch: Hierzu müssen wir überprüfen, dass die
Kompositionen mit den Projektionen auf die Komponenten von

ś

CpKqr0, 1s jeweils
gleich sind, diese sind aber - nach Konstruktion - jeweils gi ˝ f .
Wegen ιpXq “ βpXq ist nun

f̂pβpXqq “ f̂pιXpXqq
Lemma 7.46

Ď pf̂ ˝ ιXqpXq
kommutiert

“ pιk ˝ fqpXq

Ď ιKpKq
K kompakt

“ ιKpKq
Theorem 7.43

– K

.
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und damit können wir f̂ mit ι´1
K verknüpfen um unsere gewünschte Abbildung βpXq Ñ

K zu erhalten.

Trivial Nonsense* 7.49. βpXq ist sogar ein Funktor von Top (Kategorie
der topologischen Räume) nach CHaus (Kategorie der kompakten Hausdorff-
Räume). Das liegt daran, dass wir im Beweis von Theorem 7.48 alle Schritte

bis f̂pβpXqq Ď ιkpKq “ βpKq genauso durchführen können, ohne verwenden zu
müssen, dass K kompakter Hausdorff-Raum ist, und wir damit für f : X Ñ K
eine entsprechende Abbildung f̂ : βpXq Ñ βpKq induzieren, sodass

X βpXq

K βpKq

f

ιX

f̂

ιK

kommutiert. Alternativ können wir auch Theorem 7.48 auf die Abbildung ιk ˝f :
X Ñ βpKq anwenden, da βpKq nach Konstruktion kompakt und Hausdorffsch
ist.

Bemerkung* 7.50. Man sollte nicht zu sehr darüber nachdenken, wie βpXq aus-
sieht: Die Konstruktion des Raumes ist äußerst nicht-konstruktiv und benutzt
implizit das Auswahlaxiom (damit wir Tychonoff nutzen können. Man kann sich
auch überlegen, dass der Satz von Tychonoff äquivalent ist zum Auswahlaxi-
om, weswegen wir auch nicht ohne es auskommen, das geht hier aber zu weit).
Vielmehr sollte man die bloße Existenz eines solchen Raumes als theoretisches
Ergebnis im Hinterkopf behalten, die wir benötigt haben, um die Frage nach der
Kompaktifizierbarkeit eines Raumes zu beantworten. Auch der Spezialfall, dass
βpXq “ X für kompakte Hausdorff-Räume ist wichtig.

Vorlesung 8
Do 06 Mai 2021

8 Vereinigungen

Definition 8.1 (Disjunkte Vereinigung). Es sei tXiuiPI eine Familie von Men-
gen. Die disjunkte Vereinigung der Xi ist definiert als

ž

iPI

Xi :“ tpi, xq | i P I, x P Xiu .

Lemma 8.2. Für jedes j P I ist die Abbildung

ιj :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Xj ÝÑ
š

iPI

Xi

x ÞÝÑ pj, xq
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injektiv und induziert eine Bijektion

Xj Ø tpj, xq | x P Xju Ď
ž

iPI

Xi.

Damit ist insbesondere
ž

iPI

Xi “
ğ

jPI

ιjpXjq.

Beweis. Klar.

Trivial Nonsense* 8.3. Bei
š

iPI Xi handelt es sich um das Koprodukt der Xi

in Set.
Ein Koprodukt erfüllt die gleiche Universelle Eigenschaft, wenn man die Richtung
aller Abbildungen umdreht, d.h. X ist Koprodukt der Xi in Set genau dann,
wenn X Produkt der Xi in Setop ist. Für eine genauere Formulierung vergleiche
Theorem 8.11.

Notation* 8.4. Ich bemühe mich, folgende Trennung in der Notation vorzuneh-
men:

� Das Zeichen \ (eckige Vereinigung, \sqcup) steht zwar für eine disjunk-
te Vereinigung, allerdings soll es wie die normale Vereinigung behandelt
werden und nur betonen, dass es sich um disjunkte Mengen handelt.

� Das Zeichen
š

(Koprodukt, \coprod) steht für die disjunkte Vereinigung
beliebiger Mengen, wie sie in Definition 8.1 eingeführt wurde.

Ist z.B. U eine disjunkte Vereinigung von Ui, so schreibe ich U “
Ů

iPI Ui, was
sowohl bedeuten soll, dass Ui Ď U , als auch Ui X Uj “ H für i ‰ j.
Ist hingegen U “

š

iPI Ui, so folgt weder Ui Ď U (allerdings ist ιj nach dem
vorherigen Lemma eine entsprechende Einbettung, weswegen wir Uj oft mit dem
entsprechenden Bild identifizieren), noch, dass Ui X Uj “ H für i ‰ j.
Ist

Ů

iPI Ui definiert (d.h. die Ui paarweise disjunkt), so ist jedoch in jedem Fall

ğ

iPI

Ui –
ž

iPI

Ui.

weswegen eine saubere Trennung oft redundant oder nicht möglich ist.

Definition 8.5 (Disjunkte Vereinigung topologischer Räume). Sei pX,OiqiPI ei-
ne Familie von topologischen Räumen. Wir versehen

š

iPI Xi mit der Topologie,
die von

Ť

iPI Oi als Basis erzeugt wird. Den entstehenden Raum nennen wir das
Koprodukt der topologischen Räume.

Bemerkung* 8.6. Eigentlich müssen wir die Topologie erstmal als Subbasis
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von
Ť

iPI Oi erzeugen lassen, man überprüft jedoch mit Theorem 6.7 leicht, dass
es sich dann sogar um eine Basis handelt, was wir im Folgenden auch verwenden
wollen.

Notationsmissbrauch 8.7. Eigentlich ist Oi Ć Pp
š

iPI Xiq keine Familie von
Teilmengen von

š

iPI Xi, weswegen die Definition keinen Sinn macht. Mittels den
Einbettungen ιj : Xj Ñ

š

iPI Xi können wir jedoch Oj entsprechend auffassen.
Man käme in Versuchung

O :“
ď

iPI

ιipOiq.

zu schreiben, doch eigentlich ist auch das falsch, weil wir ιj nicht nur auf die
Elemente von Oj , sondern auf die Elemente der Elemente von Oj anwenden
wollen - nämlich auf die Elemente der offenen Teilmengen, die in Oj spezifiziert
waren. Im Folgenden wollen wir jedoch weiterhin

Ť

iPI Oi schreiben um obiges
zu meinen, die Einbettungen ιj sind in der Notation unterdrückt.

Warnung. Die Menge
Ť

iPI Oi ist im Allgemeinen keine Topologie. Z.B. ist
ž

iPI

Xi R
ď

iPI

Oi.

Lemma 8.8. Eine Menge U Ď
š

iPI Xi ist offen, genau dann, wenn ι´1
j pUq Ď Xj

offen ist für alle j P I.

Beweis*. ’ ùñ ’ Sei U Ď
š

iPI Xi offen, dann können wir U “
Ť

kPK Uk schreiben,
wobei Uk P

Ť

iPI Oi ein Element der (Sub-) Basis ist Dann ist

ι´1
j pUq “ i´1

j

˜

ď

kPK

Uk

¸

“
ď

kPK

ι´1
j pUkq.

Nun ist aber ι´1
j pUkq “ H, wenn Uk aus einem Oi mit i ‰ j stammt, und ι´1

j pUkq “
Uk wenn Uk aus Oi stammt, also in jedem Fall eine offene Teilmenge von Xj , und
damit ist das Urbild offen.
’ ðù ’ Nimm umgekehrt an, dass ι´1

j pUq Ď Xj offen ist für alle j P I. Es genügt
wegen

š

iPI Xi “
Ů

iPI ιipXiq festzustellen, dass

U “
ď

iPI

pU X ιipXiqq “
ď

iPI

ιipι
´1
i pUqq.

und dies ist offen nach Annahme, da ιi eine Einbettung ist.

Bemerkung 8.9. Per Definition ist für jedes j P I die Menge ιpXjq “ tpj, xq | x P Xju

offen in
š

iPI Xi und die von ιj induzierte Abbildung

Xj Ñ tpj, xq | x P Xju Ď
ž

iPI

Xi.
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ist eine Einbettung. Die Xi können wir also kanonisch als Teilraume von
š

iPI Xi

auffassen.

Beispiel 8.10. 1. Betrachte einen Kreis und einen Torus, die getrennt in R3

liegen. Die Unterraumtopologie auf dieser Menge ist die gleiche wie die
Topologie der disjunkten Vereinigung.

2. Auch wenn r0, 1s Y r 12 , 1s “ r0, 1s ist die Koprodukttopologie auf r0, 1s \
r 12 , 1s nicht die Unterraumtopologie auf r0, 1s. (die beiden Räume sind schon
als Mengen nicht gleich).

Satz 8.11 (Universelle Eigenschaft des Koprodukts). Sei tXiuiPI eine Familie
von topologischen Räumen und sei Y ein topologischer Raum. Seien fj : Xj Ñ Y
Abbildungen für alle j P I. Definiere die Abbildung

F :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

š

iPI Xi ÝÑ Y
pj, xq ÞÝÑ fjpxq

Dann ist F genau dann stetig, wenn alle fj stetig sind.

Xj1

...
š

iPI

Xi Y

Xj1

ιj1

fj1

F

ιj2

fj2

.

Beweis. fj ist stetig als Verknüpfung stetiger Abbildungen, da F ˝ ιj “ fj .
’ ðù ’ Sei nun fj stetig für alle j. Sei V Ď Y offen, dann müssen wir zeigen, dass
F´1pV q Ď

š

iPI Xi offen ist. Es ist nun aber

ι´1
j pF

´1pV qq “ pF ˝ ιjq
´1pV q “ f´1

j pV q Ď Xj .

offen in Xj , weil fj stetig war. Nach Definition ist dann genau F´1pV q offen in
š

iPI Xi.

Frage 8.12. Was ist, wenn die Vereinigung nicht disjunkt ist?

Sei X ein topologischer Raum und X1, X2 Ď X Unterräume sowie X1 Y X2 “ X
Setze X0 :“ X1 X X2. Wir wollen die Topologie auf X aus denen von X0, X1, X2

rekonstruieren.
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Beispiel 8.13. FallsX1XX2 “ H, so können wir aus den EinbettungenX1 ãÑ X
und X2 ãÑ X nach der Universellen Eigenschaft eine Abbildung F : X1

š

X2 Ñ

X induzieren, die stetig und bijektiv ist. Diese ist offen, genau dann, wenn X1, X2

offen in X sind (wie wir später sehen werden).

Beispiel 8.14. Sei X “ r0, 1s, X1 “ r0,
1
2 s und X2 “ p

1
2 , 1s, also X “ X1 \X2.

Allerdings istX1

š

X2 ‰ X, weil die Menge r0, 1
2 s offen inX1

š

X2 ist, allerdings
nicht in r0, 1s.

Bemerkung* 8.15. Man kann sich das wirklich bildlich so vorstellen, dass die
disjunkte Vereinigung von r0, 1

2 s und p 1
2 , 1s bedeutet ’lege sie mit Abstand neben-

einander auf den Zahlenstrahl”. Damit geht die ’Nähe’ von 1
2 zum Anfangsstück

von p 1
2 , 1s ’verloren’. In der Tat ist auch r0, 1

2 s
š

p 1
2 , 1s – r0,

1
2 s Y p1,

3
2 s mit der

Teilraumtopologie von R.

Eine teilweise Antwort auf obige Frage gibt folgende Konstruktion:

Definition 8.16 (Disjunkte Vereinigung über einem Basisraum). SeienX0, X1, X2

topologischen Räume und f1 : X0 Ñ X1 sowie f2 : X0 Ñ X2 stetige Abbildun-
gen. Definiere X1

Ť

X0

X2 als Quotient

X1

ž

X2{ „ .

wobei „ erzeugt wird durch f1pxq „ f2pxq für alle x P X0.

Beispiel 8.17. Betrachte zwei Kopien von D2. Wir können S1 jeweils kanonisch
als Rand einbetten, dann erhalten wir

D2
ď

S1

D2 – S2.

(Das ist noch kein Beweis, aber die Intuition ist klar - mehr dazu später).
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Abbildung 15: Disjunkte Vereinigung von D2 und D2 über S1

Warnung. Der Raum X1

Ť

X0

X2 hängt von den Abbildungen f1, f2 ab. Dazu folgen-

des:

Beispiel 8.18. Betrachte wieder zwei Kopien von D2, bette f1 : S1 ãÑ D2

kanonisch ein, und bilde f2 : S1 Ñ D2 konstant in den Mittelpunkt ab. Dann
erhalten wir eine ’Kugel auf einem runden Tisch’

Trivial Nonsense* 8.19. Der Raum X1

š

X2{ „ ist der Limes (in Top) des
folgenden Diagramms:

X1

X0

X2

f1

f2

.

Beweis. Zunächst konstruieren wir Abbildungen gi : Xi Ñ X1

š

X2{ „. g1, g2

können wir einfach als Komposition von ιi : Xi ãÑ X1

š

X2 mit der kanonischen
Projektion p : X1

š

X2 Ñ X1

š

X2{ „ definieren.

Behauptung 5. Es ist p ˝ ι1 ˝ f1 “ p ˝ ι2 ˝ f2.

Unterbeweis. Nach Konstruktion ist für x P X0 : ι1pf1px0qq „ ι2pf2px0qq (die
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Einbettungen hatten wir in der Definition von „ unterdrückt), und nach Defin-
tion des Quotientenraumes schickt p die beiden also auf das gleiche Element. �

Wir können nun g0 :“ p ˝ ι1 ˝ f1 “ p ˝ ι2 ˝ f2 definieren.

Warnung. Es ist ιi ˝ f1 ‰ ι2 ˝ f2, so leicht ist unser Leben nicht!

Wir müssen noch prüfen, dass für jeden Morphismus des Diagramms die ent-
sprechenden Abbildung nach X1

š

X2{ „ kommutieren:

X1

X0 X1

š

X2{ „

X2

g1f1

f2

g0

g2

.

Das ist aber nach Konstruktion mit der Rechnung

g1 ˝ f1 “ g1 ˝ p ˝ ι1 ˝ f1
Behauptung 1

“ p ˝ ι2 ˝ f2 “ g2 ˝ f2.

klar. Es bleibt zu zeigen, dass unser behaupteter Limes X1

š

X2{ „ universell
ist. Sei also L ein weiterer topologischer Raum mit Abbildungen g10, g

1
1, g

1
2, sodass

X1

X0 L

X2

g11f1

f2

g10

g12

.

kommutiert, dann müssen wir zeigen, dass es genau eine Abbildung f : L Ñ
X1

š

X2{ „ gibt, sodass g1i “ f ˝ gi. Zunächst haben wir mit der Universellen
Eigenschaft des Koprodukt eine von g1, g2 induzierte Abbildung g : X1

š

X2 Ñ

L, also ergibt sich folgende Situation:

X1

X0 X1

š

X2 L

X2

g11
ι1

g10

f1

f2

g

g12

ι2

.
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Warnung. Auch in diesem Diagramm kommutiert das linke Quadrat nicht, d.h.
ι1 ˝ f1 ‰ ι2 ˝ f2.

Behauptung 6. g bildet äquivalente Elemente von X1

š

X2 auf gleiche Ele-
mente in L ab.

Unterbeweis. Es genügt zu zeigen, dass gpι1pf1pxqqq “ gpι2pf2pxqqq für x P X0

beliebig, weil die Äquivalenzrelation hiervon erzeugt wird. Dazu ist

g ˝ ι1 ˝ f1 “ g11 ˝ f1 “ g10 “ g12 ˝ f2 “ g ˝ ι2 ˝ f2.

indem wir die Eigenschaften der induzierten Abbildung g und die des Limes L
der Reihe nach anwenden. �

Mit Behauptung 2 und der universellen Eigenschaft der Quotiententopologie fak-
torisiert nun g über X1

š

X2{ „, also induziert g unsere gewünschte Abbildung
f : X1

š

X2{ „Ñ L, sodass

X1

š

X2 L

X1

š

X2{ „

g

p
f .

kommutiert. Dann erhalten wir auch schnell g11 “ g ˝ ι1 “ f ˝ p ˝ ι1 “ f ˝ g1,
analoges für g2, sowie g10 “ g11 ˝ f1 “ g1 ˝ f1 “ g0.
Es bleibt zu zeigen, dass die induzierte Abbildung f eindeutig ist. Nach der
universellen Eigenschaft der Quotiententopologie genügt es, zu zeigen, dass g
eindeutig bestimmt. g ist aber nach der universellen Eigenschaft von X1

š

X2

eindeutig bestimmt. Also war f eindeutig.
Damit haben wir überprüft, dass X1

š

X2{ „ alle Eigenschaften eines Limes
erfüllt.

Bemerkung* 8.20. Ja, der Beweis der Aussage ist sehr lang, dafür, dass er
intuitiv klar ist, und das ist irgendwie typisch für Kategorientheorie. Ich hatte
Lust, das mal ordentlich aufzuschreiben, aber normal verkürzt man den Beweis
drastisch und verweist einfach die beiden anderen universellen Eigenschaften.

Beispiel 8.21. Ist X0 “ t‹u ein Punkt, so ergibt sich

Definition 8.22 (Wedge-Produkt). Seien X,Y nichtleere topologische Räume,
x P X und y P Y . Bilde f1 : t‹u Ñ X, ‹ ÞÑ x und analog für Y ab. Der entste-
hende Raum X

Ť

t‹u

Y heißt Einpunktvereinigung oder auch Wedge-Produkt

von X,Y und wird mit X _ Y notiert.

8 VEREINIGUNGEN 65



Vorlesung 8: Disjunkte Vereinigungen (Koprodukte)

Beispiel 8.23. Sei pX,xq “ pS1, 1q und pY, yq “ pS1, 1q. Dann ist X _ Y ein
Bouqet von 2 Kreisen.

.

Beispiel 8.24. Es ist r0, 1
2 s_ 1

2
r 12 , 1s – r0, 1s. Verkleben wir allerdings die Punkte

1
4 und 3

4 , so erhalten wir nicht das Einheitsintervall, sondern ein Plus-Zeichen.

Bemerkung* 8.25. Aus anderen mathematischen Richtungen kennt man das
Wort ’Wedge’ eigentlich als Symbol ^. In der Topologie ist dies jedoch anders.
Das Symbol ^ heißt ’Smash’ und definiert das Smash-Produkt zweier Räume:

X ^ Y :“ X ˆ Y {X _ Y.

Es ist z.B. S1 ^ S1 – S2 und sogar allgemein Sn ^ Sn – S2n.

Definition 8.26 (Smash-Produkt). Seien X,Y topologische Räume und x P
X, y P Y Punkte. Dann ist das Smash-Produkt definiert als

pX,xq ^ pY, yq “ X ˆ Y {pX ˆ tyu Y txu ˆ Y q.

Abbildung 16: Entstehung des Torus als S1 ^ S1

Bemerkung* 8.27. In der Pause stellte sich die Frage, ob es ein Beispiel für
einen nicht-normalen Hausdorff-Raum gibt. Siehe hierzu [Lyn70, Gegenbeispiel
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86].

Beispiel* 8.28 (Punktierte Tychonoff-Planke). Wir geben (nach einem Kom-
mentar von Melvin Weiß) ein Beispiel für einen Hausdorff-Raum, der nicht
normal ist, die sogenannte gelöschte Tychonoff-Planke (eng: ’deleted Tycho-
noff plank’). Sei hierzu ℵ0 die erste unendliche Kardinalzahl und ℵ1 die ers-
te überabzählbare Kardinalzahl. Auf den Räumen r0,ℵ0s und r0,ℵ1s können
wir in natürlicher Weise eine Topologie definieren, indem wir die Anfangs- und
Endstücke des Intervalls als Subbasis wählen. Der Raum

T :“ r0,ℵ0s ˆ r0,ℵ1s.

heißt Tychonoff-Planke und ist ein kompakter Hausdorff-Raum, also insbeson-
dere normal. Der Teilraum

Tdeleted :“ T z t8u :“ T z tpℵ0,ℵ1qu .

heißt punktierte Tychonoff-Planke und ist ein lokal kompakter Hausdorffraum,
allerdings nicht normal.

Beweisskizze. Wir verweisen an dieser Stelle darauf, dass r0, αs für jede Ordi-
nalzahl α ein kompakter Hausdorffraum ist, das ganze beruht im Wesentlichen
darauf, dass die Ordinalzahlen eine Wohlordnung bilden. Also ist T als produkt
von kompakten Hausdorffräumen ebenfalls kompakter Hausdorffraum (Theo-
rem 7.32, Theorem 7.28), also normal (Theorem 5.17.
Der Teilraum Tdeleted ist also als Teilraum eines Hausdorff-Raumes ebenfalls
Hausdorff. Allerdings lassen sich die beiden abgeschlossenen Mengen

A :“ r0,ℵ0q ˆ tℵ1u , B :“ tℵ0u ˆ r0,ℵ1q.

nicht durch offene Mengen trennen:
Angenommen, wir finden A Ď U und B Ď V mit U, V offen. Sei n P N “ ℵ0

beliebig, dann ist pn,ℵ1q P A Ď U . Da U offen, finden wir ein Basiselement
der Produkttopologie, das pn,ℵ1q enthält, also gibt es αn ă ℵ1, sodass bereits
das Intervall tnu ˆ rαn,ℵ1s Ď U ist (an dieser Stelle sollte man sich eigentlich
genauer Fragen, wie die Topologie auf einer Ordinalzahl definiert ist, die Details,
und warum die behauptete Aussage folgt, sind aber leicht zu überlegen). Jetzt
kommt der Trick: Wir betrachten

β :“ sup
nPN

αn.

Behauptung 7. β ă ℵ1
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Unterbeweis. Es ist β “
Ť

nPN αn (nach Konstruktion der Ordinalzahlen) wieder
eine Ordinalzahl. Da αn ă ℵ1 ist αn (als Menge) abzählbar, und somit auch β
als abzählbare Vereinigung abzählbarer Mengen, also ist auch β ă ℵ1, weil ℵ1

überabzählbar ist. �

Jetzt wissen wir also, dass sogar der Streifen r0,ℵ0qˆrβ,ℵ1s Ď U ist (nach Wahl
der αn), d.h. die Menge U enthält sogar ein ’Rechteck positiver Höhe’, was absurd
ist. Formal können wir argumentieren, indem wir jetzt für den Punkt pℵ0, βq P B
eine offene Umgebung wählen und somit ein Intervall rγ,ℵ0q ˆ tβu Ď V mit

γ ă ℵ0 finden. Dann ist jedoch pγ, βq P U X V ,  .

Das absurde an dem Beispiel ist, dass wir das Supremum der αn nehmen, die
zwar alle ă ℵ1 sind, aber dennoch β ‰ ℵ1 folgt. Von den reellen Zahlen sind wir
gewohnt, dass hier Gleichheit eintreten kann. Wir haben also sogar gezeigt, dass

Behauptung 8. Im Raum r0,ℵ1q konvergiert jede monoton steigende Folge.

obwohl der Raum nach oben keine Schranke besitzt. Die Moral daran ist un-
gefähr ’ℵ1 ist zu groß, um von Folgen erreicht zu werden’. Das motiviert auch
die Einführung von Netzen für größere topologische Räume, die wir hier aber
nicht behandeln.

Wir haben nun Abbildungen ji : Xi Ñ X1

Ť

X0
X2:

X1 X1

š

X2

X1

Ť

X0

X2

j1

ι1

q

X2 X1

š

X2

X2

Ť

X0

X1

j2

ι2

q .

Lemma 8.29. Seien X0, X1, X2 topologische Räume, f1 : X0 Ñ X1, f2 : X0 Ñ

X2 stetig und betrachte die kanonischen Abbildungen ιi : Xi Ñ X1

š

X2 sowie
q : X1

š

X2 Ñ X1

Ť

X0

X2.

Ist f1 injektiv so ist j2 injektiv. Ist f2 injektiv, so ist j1 injektiv.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage, die zweite folgt aus Symmetriegründen.
Seien x, y P X2 mit j2pxq “ j2pyq, nach Konstruktion ist also x „ y. Da die
Äquivalenzrelation erzeugt ist von f1pxq „ f2pxq, gibt es nun eine Folge von Punkten
x :“ p1 „ p2 „ . . . „ pn “: y, die jeweils von der Form f1pxq „ f2pxq sind.

Erzeugen wir eine Äquivalenzrelation durch xi „ yi für i P I, so sind zwei
Element x, y genau dann äquivalent, wenn es eine endliche Folge x “ a0 „

a1 „ . . . „ an “ y gibt, wobei tai, ai`1u “ tpxi, yiu für ein i P I.

Genauer gibt es also x1 P X0 mit f2px1q “ p1 “ x und f1px1q “ p2, und Dx2 P X0 mit
f2px2q “ p3 sowie f1px2q “ p2 (auf welcher Seite f1 bzw. f2 steht, ergibt sich daraus,
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dass die Punkte pi alternierend aus X1,X2 kommen müssen). Allgemein gibt es also
xi P X0 mit

f2px2i´1q “ p2i´1, f1px2i´1 “ p2iq, f2px2i “ p2i`1q, f1px2iq “ p2i

Nun wissen wir aber, dass f1 injektiv ist, also ergibt sich x2i´1 “ x2i. Dann ist bereits:

x “ f2px1q “ f2px2q “ p3 ““ f2px3q “ f2px4q “ p5 “ . . . “ y.

und damit haben wir x “ y gezeigt und j2 ist wie gewünscht injektiv.

Abbildung 17: Beweisskizze zu Lemma 8.29

Wir kehren nun zu unserer Ausgangssituation bzw. Ausgangsfrage zurück:
Sei X ein topologischer Raum und seien X1, X2 Ď X Unterräume, sodass X1YX2 “

X. Setze X0 :“ X1 XX2.
Betrachte

f 1 :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X1

š

X2 ÝÑ X
p1, xq ÞÝÑ x
p2, xq ÞÝÑ x

(im Wesentlichen ist das die Projektion, sodass wir das ’disjunkt’ aus der Vereini-
gung wieder loswerden). Dann faktorisiert f 1 nach der Universellen Eigenschaft der
Quotiententopologie über f : X1

Ť

X0
X2 Ñ X, dh wir erhalten:

X1

š

X2 X

X1

Ť

X0
X2

f 1

q
f

Es ist f 1 surjektiv wegen X1 YX2 “ X, also auch f 1, und wir prüfen auch leicht die
Injektivität von f . Nun ist:

Satz 8.30. Betrachte die Konstruktion von eben. Nimm an, dass zusätzlich eine
der Bedingungen

1. X1, X2 sind offen.

2. X1, X2 sind abgeschlossen.

gilt. Dann ist f ein Homöomorphismus.
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Beweis. Wir zeigen die Aussage nur unter Verwendung von 2., der Fall 1. geht analog.
Es genügt zu zeigen, dass f abgeschlossen ist (weil wir schon wissen, dass f eine
stetige Bijektion ist). Sei A Ď X1

Ť

X0

X2 abgeschlossen. Dann sind j´1
1 pAq Ď X1 und

j´1
2 pAq Ď X2 abgeschlossen, da j1, j2 stetig. Wegen

fpAq “ j´1
1 pAq Y j´1

2 pAq.

sind wir fertig, indem wir (j´1
1 pAq Ď X1 abgeschlossen und X1 Ď X abgeschlossen)

ùñ j´1
1 pAq Ď X abgeschlossen bemerken.

Bemerkung* 8.31. Die Stetigkeit von f´1 kann man auch mit Aufgabe 2.2
einsehen, weil X “ X1 Y X2 mit X1, X2 abgeschlossen ist, und die entspre-
chenden Teilabbildungen X1 Ñ X1

Ť

X0
X2 Einbettungen sind. Im Wesentlichen

wiederholen wir hier einfach nur die Aussage des Übungsblattes.

Beispiel 8.32. Sei X “ Sn und betrachte die Teilräume

X1 “ tx P S
n | xn`1 ě 0u X2 “ tx P S

n | xn`1 ď 0u

, also die obere und untere Halbkugel. Der Schnitt

X0 :“ X1 XX2 “ tx P S
n | xn`1 “ 0u .

ist dann genau der Äquator der Kugel, also lernen wir aus Theorem 8.30, dass

Sn – X1

ď

X0

X2.

Mit der Abbildung

X1 ÝÑ Dn

px1, . . . , xn`1q ÞÝÑ px1, . . . , xnq

(die Projektion auf die n-Dimensionale Scheibe) erhalten wir einen Homöomorphismus
Dn – X1, X2, also haben wir eigentlich sogar

Sn – Dn
ď

Sn´1

Dn.

gezeigt.

Warnung. Auch hier ist wieder wichtig, dass wir Sn´1 ãÑ Dn jeweils kanonisch
einbetten, für andere Abbildungen haben wir bereits gesehen, dass wir andere
Räume erhalten können.

Vorlesung 9
Di 11 Mai 2021

9 Zusammenhang, Wegzusammenhang

9 ZUSAMMENHANG, WEGZUSAMMENHANG 70



Vorlesung 9: Zusammenhang

Definition 9.1 (Zusammenhang). Ein topologischer Raum heißt zusammen-
hängend, wenn er sich nicht in zwei nichtleere, disjunkte, offene Teilmengen
zerlegen lässt.

Lemma 9.2 (Offen-abgeschlossene-Mengen). Ein Raum ist zusammenhängend,
wenn die leere Menge und der gesamte Raum die einzigen Teilmengen von X
sind, die offen und abgeschlossen sind, d.h.

EA Ď X,A ‰ H, X : A offen und abgeschlossen.

Beweis*. Gibt es eine offene, abgeschlossene Menge A ‰ H, X, so ist X “ A\Ac eine
Zerlegung in offene, diesjunkte Mengen. Ist umgekehrt X “ U1YU2 mit U1, U2 offen,
disjunkt und nichtleer, also auch nicht X, so sind U1, U2 beides offen abgeschlossene
Mengen.

Bemerkung 9.3. X ist nicht zusammenhängend, genau dann, wennX – X1

š

X2

eine disjunkte Vereinigung von 2 Räumen X1, X2 ‰ H ist.

Beispiel 9.4. 1) Rz t0u “ p´8, 0q Y p0,8q und p´8, 0q, p0,8q sind offen,
disjunkt und nicht leer, also ist Rz t0u nicht zusammenhängend.

2) Betrachte Q Ď R mit der Unterraumtopologie. Dann ist

Q “ pQX p´8,
?

2qq Y pQX p
?

2,8qq.

eine Zerlegung in offene, disjunkte, nichtleere Mengen, also ist auch Q nicht
zusammenhängend.

Bemerkung* 9.5. Es ist meistens einfacher, zu zeigen, dass ein Raum nicht
zusammenhängend ist, die Gegenrichtung erweist sich als schwerer. Deswegen
folgender

Satz 9.6 (Einheitsintervall). Das Intervall r0, 1s ist zusammenhängend.

Beweis. Nimm gegenteilig an, dass r0, 1s nicht zusammenhängend ist, schreibe also
r0, 1s “ A Y B mit A,B ‰ H, offen und disjunkt. OBdA sei 0 P A. Wegen B ‰ H

gibt es t :“ inf B. Da t abgeschlossen (weil A offen!), ist t P B, also folgt r0, tq Ď A.

Aber jede Umgebung von t P B schneidet r0, tq, also A,  , weil AXB “ H.

Definition 9.7 (Weg). Sei X ein topologischer Raum und x, y P X. Ein Weg
von x nach y ist eine stetige Funktion w : r0, 1s Ñ X, sodass wp0q “ x und
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wp1q “ y.

Definition 9.8 (Wegzusammenhang). Ein topologischer Raum X heißt weg-
zusammenhängend, falls für je zwei Punkte x, y P X ein Weg von x nach y
existiert.

Beispiel 9.9. 1) Die Mengen pa, bq, ra, bq, pa, bs und R sind alle wegzusam-
menhängend. Definiere hierzu

w :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r0, 1s ÝÑ R
t ÞÝÑ ty ` p1´ tqx

Als Verknüpfung stetiger Funktionen ist t stetig, und wir sehen leicht, dass
0 ÞÑ x, 1 ÞÑ y.

2) Rn, n ě 0 ist wegzusammenhängend. Dazu betrachte vorherige Abbildung
auf den einzelnen Komponenten

3) Rnz t0u , n ě 2 ist wegzusammenhängend. Seien hierzu x, y P Rnz t0u.

Fall 1: Die Strecke von x nach y liegt in Rnz t0u. Dann betrachten wir
wieder die Abbildung aus 1) und sind fertig.

Fall 2: Die Strecke trifft die 0. Wähle dann einen dritten Punkt z, der
nicht auf der Geraden durch x, y liegt. Dann gibt es einen Weg von x
nach z und einen von z nach x, und die Vereinigung der beiden Wege
ist dann ein Weg von x nach y.

Bemerkung* 9.10. Wir verwenden natürlich entscheidend, dass ty`p1´ tqx P
pa, bq, ra, bq, pa, bs,R für beliebige x, y, die auch in einer der Mengen liegen (Das
ist Teil der Definition eines Weges!).

Bemerkung* 9.11. Ebenfalls kann man sich kurz Überlegen, dass die Vereini-
gung von zwei Wegen wieder ein Weg ist. Seien hierzu w1, w2 Wege von x nach
y bzw. von y nach z. Dann definieren wir

w :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r0, 1s ÝÑ X

x ÞÝÑ

#

w1p2xq 0 ď x ď 1
2

w2p2x´ 1q 1
2 ď x ď 1

so sehen wir leicht wp0q “ w1p0q “ x, wp1q “ w2p2 ¨ 1 ´ 1q “ w2p1q “ z, und
w ist stetig, weil f auf r0, 1

2 s und r 12 , 1s stetig ist und bei 1
2 beide Definitionen

wegen w1p1q “ y “ w2p0q “ w2p2 ¨
1
2 ´ 1q übereinstimmen.
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Lemma 9.12. Ist X wegzusammenhängend, so ist X zusammenhängend.

Warnung. Die Umkehrung von Lemma 9.12 gilt im Allgemenien nicht. Vergleiche
hierzu Aufgabe 5.1.

Beweis von Lemma 9.12. Sei X wegzusammenhängend, und nimm gegenteilig an,
dass X “ U1 \ U2 mit Ui Ď X offen und disjunkt. Sei x1 P U1, x2 P U2. Dann
gibt es einen Weg w von x1 nach x2, und wir erhalten

w´1pU1q Y w
´1pU2q “ w´1pU1 Y U2q “ r0, 1s.

Allerdings sind w´1pUiq offen (w ist stetig), disjunkt (U1, U2 sind disjunkt) und nicht

leer (0 P w´1pU1q, 1 P w´1pU2q), also ist r0, 1s nicht zusammenhängend.  mit Theo-
rem 9.6.

Korollar 9.13. R und R2 sind nicht homöomorph.

Beweis. Nimm an, es gibt einen solchen Homöomorphismus

f :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

R2 ÝÑ R
0 ÞÝÑ fp0q

Dann induziert f auch einen Homöomorphismus R2z t0u – Rz tfp0qu, allerdings ist

R2z t0u wegzusammenhängend, und Rz tfp0qu nicht,  .

Frage 9.14. Sind Rn,Rm homöomorph?

Antwort. Nein, das gilt natürlich genau dann, wenn n “ m. Allerdings warten wir
mit einem solchen Beweis bis zur algebrasichen Topologie. Siehe hierzu auch den
Satz zur ’Invariance of domain’ von Brouwer (den wir hier aber erstmal nicht behan-
deln).

Satz* 9.15 (Invariance of domain). Es sei U Ď Rn offen und f : U Ñ Rn
injektiv und stetig. Dann ist fpUq Ď Rn offen und f ist ein Homöomorphismus
f : U – fpUq.

Korollar* 9.16. Rn fl Rm für n ‰ m.

Ein Versuch für einen ähnlichen Beweis wie R fl R2 scheitert, weil R2z t0u und
R3z tfp0qu beide (weg)zusammenhängend sind. Man könnte nun Versuchen, eine Ge-
rade oder einen Kreis von R2 zu entfernen, der entsprechende Raum ist dann unzusam-
menhängend. Es erscheint auch klar, dass R3zfpKreis / Geradeq zusammenhängend
ist, allerdings ist ein entsprechender Beweis verhältnismäßig schwer. Die algebraische
Topologie wird es uns ermöglichen, das wesentlich einfacher einzusehen.
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Abbildung 18: Skizze einer Jordankurve in R2

Bemerkung* 9.17. Die Frage, ob eine Schleife in R2 (ein stetiges, injektives
Bild von S1 in R2) den Raum in zwei Teile zerteilt, ist auch schwerer als man
denkt, hierzu vergleiche den

Satz* 9.18 (Jordan’scher Kurvensatz). Es sei C eine Jordankurve in R2,
d.h. das Bild einer injektiven stetigen Abbildung ϕ : S1 Ñ R2. Dann besteht
R2zC aus genau 2 Komponenten, eine davon ist beschränkt (die Innere),
eine unbeschränkt (die Äußere)’

Der Beweis verwendet aber auch Methoden aus der algebraischen Geometrie.

Lemma 9.19 (Bilder von zusammenhängenden Räumen). Sei f : X Ñ Y stetig
und surjektiv.

1) Ist X wegzusammenhängend, so ist Y wegzusammenhängend.

2) Ist X zusammenhängend, so ist Y zusammenhängend.

Beweis. 1) Seien y1, y2 P Y beliebig. Da f surjektiv ist, finden wir x1, x2 P X mit
fpx1q “ y1, fpx2 “ y2q. Nun finden wir wegen Wegzusammenhang von X einen
Weg w : r0, 1s Ñ X mit wp0q “ x1 und wp1q “ x2. Dann ist die Verknüpfung

f ˝ w :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r0, 1s ÝÑ Y
0 ÞÝÑ fpx1q “ y1

1 ÞÝÑ fpx2q “ y2

ein Weg von y1 nach y2, also ist Y wegzusammenhängend.

2) Nimm an, dass Y nicht zusammenhängend ist, also gibt es U1, U2 ‰ H offen
und disjunkt mit Y “ U1 Y U2. Dann ist auch

X “ f´1pY q “ f´1pU1 Y U2q “ f´1pU1q Y f
´1pU2q.
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und f´1pUiq sind offen, disjunkt und nichtleer, weil f surjektiv ist. Also ist X

nicht zusammenhängend,  .

Beispiel 9.20. Die Sphäre Sn, n ě 1 ist wegzusammenhängend. Hierzu stellen
wir fest, dass

Rnz t0u – Sn´1 ˆ R Projektion
ÝÑ Sn´1.

und wir wissen schon, dass Rnz t0u wegzusammenhängend ist, also auch Sn´1.

0

.

Bemerkung* 9.21. Der kanonische Isomorphismus ist erstmal Rnz t0u – Sn´1ˆ

R, indem wir x ÞÑ
´

x
‖x‖2

, ‖x‖2

¯

abbilden. Allerdings ist R – p0,8q, z.B. mit der

Exponentialabbildung.

Beispiel 9.22 (Auf Nachfrage in der Vorlesungspause besprochen). Eine Teil-
menge X Ď Rn heißt konvex, wenn für x, y P X auch die Verbindungsstrecke
in X liegt, d.h. für λ P r0, 1s ist auch λx ` p1 ´ λqy P X. Eine Teilmenge heißt
sternförmig, wenn es ein x0 P X gibt, sodass für jedes y P X die Verbindungs-
strecke von x0 nach y in X liegt.
Dann sehen wir, dass

X konvex ùñ X sternförmig ùñ Xwegzusammenhängend.

Die erste Implikation ist trivial, wähle x0 P X beliebig, für die zweite bilden wir
r0, 1s einfach auf die Verbindungsstrecke von x0 nach y ab, dann sind alle Punkte
mit x0 verbunden, und deren Hintereinanderschalten ergibt Wege von x nach y
für x, y beliebig.
Im Wesentlichen ist das das gleiche Argument, dass wir auch schon für die In-
tervalle in R benutzt haben.
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x0

y1

y2

y3

x

y

Abbildung 19: Links: eine konvexe Menge. Rechts: eine sternförmige, nicht-konvexe
Menge

10 Lemma von Urysohn

Bemerkung 10.1. In der Vorlesung wurde auch folgendes angemerkt: Im ge-
samten nächsten Kapitel können wir für die Definition eines normalen Raums
die Hausdorff-Eigenschaft fallen lassen. Alle Aussagen gelten weiterhin. Beachte
aber, dass wir dann mit Urysohn nicht zwingend zwei Punkt trennen können,
weil diese nicht zwingend abgeschlossen sind.

Satz 10.2 (Lemma von Urysohn). Sei X ein normaler topologischer Raum. Seien
A,B Ď X abegschlossen und disjunkt. Dann existiert eine stetige Abbildung
f : X Ñ r0, 1s, sodass f |A” 0 und f |B” 1.

X
A B

R

0

1

.

Lemma 10.3. SeiX ein topologischer Raum, sodass für jedes r P r0, 1sXQ offene
Vr Ď X, sodass r ă r1 ùñ Vr Ď Vr1 . Dann existiert eine stetige Abbildung
f : X Ñ r0, 1s, sodass fpxq “ 0 für x P V0 und fpxq “ 1 für x R V1.

Beweis. Definiere

f :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X ÝÑ r0, 1s

x ÞÝÑ

#

1 x R V1

inf tr | x P Vru x R V1
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X

V0

V 1
2

V 3
4

V 1
6

V0

V 1
6

V 1
2

V 3
4

V1

f ” 1

Abbildung 20: f wird durch die Familie der Mengen Vi ’approximiert’

Die Eigenschaften f |V0” 0 und f |XzVi” 1 sind sofort klar. Es bleibt zu zeigen, dass
f stetig ist. Da

S :“ tr0, aq | a P r0, 1su Y tpa, 1s | a P r0, 1su .

eine Subbasis der Topologie auf r0, 1s ist, genügt es, Stetigkeit auf S zu prüfen. Sei

x P f´1pr0, aqq ðñ fpxq ă a ď 1
Def von f
ðñ inf tr | x P Vru ă a

Q ist dicht
ðñ Dr ă a, r P Q : x P Vr

ðñ x P
ď

răa

Vr

Für den zweiten Typ von Basielementen ist

x P f´1ppa, 1sq ðñ

#

x R V1 oder

x P V1, a ă fpxq “ inf tr | x P Vru

ðñ Dr1 ą a, r1 P Q, x R Vr1
VrĎVr1
ðñ Dr P Q, a ă r ă r1, x R Vr

ðñ x P
ď

rąa

`

XzVr
˘

also ist auch f´1ppa, 1sq eine Vereinigung von offenen Mengen.
Also ist f stetig, wie zu zeigen war.

Bemerkung* 10.4. Wir können uns die Vr wie eine Art ’Höhenprofil’ oder
’Höhenlienien’ vorstellen, die wir in unserem Raum gegeben haben.

Vorlesung 10
Di 18 Mai 2021

Wir erinnern uns daran, dass wir gerade dabei waren, Theorem 10.2 zu beweisen.
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Lemma 10.5. Sei X ein normaler Raum, A Ď X abgeschlossen und U Ď X
offen mit A Ď U . Dann existiert V Ď X offen mit

A Ď V Ď V Ď U.

A
UV

V 1V
XzU

X

Abbildung 21: Skizze zu Lemma 10.5

Beweis. Wegen U offen ist XzU abgeschlossen. Wegen X normal gibt es V, V 1 offen
mit A Ď V und pXzUq Ď V 1 mit V X V 1 “ H. Nun ist

A Ď V Ď XzV 1 Ď U.

nach Definition des Abschlusses ist nun A Ď V Ď V Ď XzV 1 Ď U .

Beweis von Theorem 10.2 (Lemma von Urysohn).

Ziel. @r P QX r0, 1s konstruiere Vr Ď X offen, sodass

1. A Ď V0

2. B Ď XzV1

3. r ă r1 ùñ Vr Ď Vr1

Dies genügt, denn dann wissen wir mit Lemma 10.3, dass

Df : X Ñ r0, 1s stetig

fpxq “ 0 @x P V0 Ě A

fpxq “ 1 @x P XzV1 Ě B

Wähle hierzu eine Abzählung p1, p2, . . . von Q X r0, 1s, sodass p1 “ 1 und p2 “ 0.
Definiere nun tVru rekursiv, wobei wir auch induktiv die Invariante erhalten wollen,
dass r ă r1 ùñ Vr Ď Vr1 .
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� p1 “ 1. Setze V1 :“ XzB (offen, weil B abgeschlossen ist)

� p2 “ 0. Nach Lemma 10.5 mit A “ A und U “ XzB finden wir V0 offen mit

A Ď V0 Ď V 0 Ď XzB “: V1.

� Sei n ě 3, dann sind also Vp1 , Vp2 , . . . , Vpn´1 schon definiert. Es ist tp1, p2, . . . , pnu
wohlgeordnet, weil es sich um eine endliche Menge handelt, also gibt es unter
ihnen einen direkten Vorgänger pi von pn, und einen direkten Nachfolger pj von
pn.

Es könnte z.B. n “ 5 sein mit
p1 p2 p3 p4 p5

1 0 1
2

8
9

3
5

Dann ist die Menge als
 

0, 1
2 ,

3
5 ,

8
9 , 1

(

geordnet,

und wir sehen pi ““
1
2 ă

3
5 ă

8
9 “ pj .

Verwende nun Lemma 10.5 mit A “ Vpi und U “ Vpj , (hier ist wichtig, dass

wegen pi ă pj beretis Vpi Ď Vpj gilt, sonst können wir das Lemma nicht anwen-
den.)
Also finden wir V mit Vpi Ď V Ď V Ď Vpj . Man prüft leicht, dass wir so auch
die Invariante der Induktion erhalten haben.

Also haben wir wie gewünscht die Vi gefunden, und somit unsere Funktion.

Korollar 10.6 (Urysohn mit beliebigem Intervall). Sei X ein normaler Raum
und seien A,B Ď X disjunkt und abgeschlossen, sowie a ď b P R beliebig.
Dann

Df : X Ñ ra, bs

fpAq “ tau

fpBq “ tbu

Beweis. Zunächst verwenden wir Urysohn, um eine stetige Funktion g : X Ñ r0, 1s
zu erhalten mit fpAq “ t0u und fpBq “ t1u, dann verknüpfen wir mit der stetigen
Abbildung

h :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r0, 1s ÝÑ ra, bs
t ÞÝÑ p1´ tqa` tb

und wir erhalten sofort die gewünschten Eigenschaften, indem wir f “ h˝g setzen.

11 Der Erweiterungssatz von Tietze

Wir sehen jetzt das Lemma von Urysohn in Action:

Satz 11.1 (Erweiterungssatz von Tietze). Sei X ein normaler Raum und A Ď X
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abgeschlossen. Jede stetige Funktion f : AÑ r´1, 1s lässt sich fortsetzen zu einer
stetigen Funktion f : X Ñ r´1, 1s, d.h. f |A” f .

Bemerkung 11.2. Das Urysohn’sche Lemma ist ein Spezialfall des Erweite-
rungssatz von Tietze:
Sei X normal und B,C Ď X abgeschlossen, disjunkt. Dann betrachte die Funk-
tion

f :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B Y C ÝÑ r´1, 1s
B ÞÝÑ ´1
C ÞÝÑ 1

Frage 11.3. Gibt es eine Fortsetzung f : X Ñ r´1, 1s?

Für jede solche Fortsetzung muss auch f |B“ f , also fpBq “ ´1 und fpCq “ 1
gelten, also genau das, was wir von Urysohn fordern.
Allerdings sagt uns der Erweiterungssatz von Tietze genau, dass wir solche eine
Fortsetzung finden.

Beweis von Theorem 11.1 (Erweiterungssatz von Tietze).

Beweisstrategie. Wir konstruieren eine Folge stetiger Funktionen
tsn : X Ñ r´1, 1suně1, sodass

(i) tsnu konvergiert gleichmäßig gegen eine Funktion s : X Ñ r´1, 1s, d.h. für
jedes ε ą 0 existiert N P N, sodass

@x P X,n ě N : dpsnpxq, spxqq ă ε.

Weil tsnu gleichmäßig konvergiert, ist s stetig (nach Aufgabe 5.3,(iv)).

(ii) s |A“ f

Dazu benötigen wir erstmal einige Lemmata, die wir im folgenden erarbeiten.

Lemma 11.4. Sei X normal und A Ď X abgeschlossen. Sei α : AÑ r´r, rs für
r P Rě0 stetig. Dann existiert g : X Ñ

“

´ 1
3r,

1
3r
‰

stetig mit |αpaq ´ gpaq| ď 2
3r

für a P A.

Beweis. Setze B :“ α´1
`“

´r,´ 1
3r
‰˘

und C :“ α´1
`“

1
3r, r

‰˘

. Wegen α stetig sind
B,C abgeschlossen, und sie sind auch disjunkt, weil die Intervalle disjunkt sind. Nach
Urysohn mit beliebigem Intervall finden wir also eine stetige Funktion

g : X Ñ

„

´
1

3
r,

1

3
r



gpBq “

"

´
1

3
r

*

gpCq “

"

1

3
r

*
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X
´r

´ 1
3r

1
3r

r

BC

α

g

A

Behauptung 9. g erfüllt die Bedingungen unseres Lemmas, d.h.

|αpaq ´ gpaq| ď 2

3
r @a P A.

Unterbeweis. � Sei a P B, Dann ist αpaq P
“

´r,´ 1
3r
‰

und gpaq “ ´ 1
3r, also gilt

die Ungleichung.

� Sei a P C. Dann ist αpaq P
“

1
3r, r

‰

und gpaq “ 1
3r, also, also gilt die Ungleichung.

� Sei a P AzpB YCq. Dann ist αpaq, gpaq P
“

´ 1
3r,

1
3r
‰

, und damit ist der Abstand
auch höchstens 2

3r.

�

Bemerkung* 11.5. In der Vorlesung kam die Frage auf, ob wir manche der
gerade bewiesenen Resultate auch auf die Analysis übertragen können, indem
wir z.B. den Fixpunktsatz von Banach anwenden.

Fortsetzung des Beweises des Erweiterungssatz von Tietze. Definiere die Folgen sn in-
duktiv. Dazu
Schritt 1: Verwende Lemma 11.4 mit α “ f und r “ 1, also erhalten wir

g1 : X Ñ

„

´
1

3
r,

1

3
r



.

settig mit |fpaq ´ gpaq| ď 2
3 für jedes a P A. Setze s1 “ g1.

Induktionsschritt Angenommen, wir haben schon stetige Funktion g1, . . . , gn auf X
mit

gi : X Ñ

«

´

ˆ

2

3

˙i´1

¨
1

3
,

ˆ

2

3

˙i´1

¨
1

3

ff

.

und ∣∣∣∣∣fpaq ´ n
ÿ

i“1

gipaq

∣∣∣∣∣ ď
ˆ

2

3

˙n

@a P A.
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Verwende nun wieder Lemma 11.4 mit α “ f ´
řn
i“1 gi |A und r “

`

2
3

˘n
.

Es gibt also

gn`1 : X Ñ

„

´
1

3
¨

ˆ

2

3

˙n

,
1

3
¨

ˆ

2

3

˙n

.

Wir erhalten nun∣∣∣∣∣fpaq ´ n
ÿ

i“1

gipaq ´ gn`1paq

∣∣∣∣∣ “
∣∣∣∣∣fpaq ´ n`1

ÿ

i“1

gipaq

∣∣∣∣∣
ď

2

3
¨

ˆ

2

3

˙n

“

ˆ

2

3

˙n`1

Nun definiere

sn`1 :“
n`1
ÿ

i“1

gi : X Ñ R.

Behauptung 10. sn hat Bild in r´1, 1s für jedes n P N.

Unterbeweis.

|snpxq| “

∣∣∣∣∣ nÿ
i“1

gipxq

∣∣∣∣∣ ď n
ÿ

i“1

|gipxq|

ď

n
ÿ

i“1

ˆ

2

3

˙i´1

¨
1

3

ď

8
ÿ

i“1

ˆ

2

3

˙i´1

¨
1

3

“

1
3

1´ 2
3

“ 1

Die andere Schranke zeigt man völlig analog. �

Behauptung 11. Die Folge tsnunPN konvergiert gleichmäßig gegen s.

Unterbeweis. Für k ą n ist

|skpxq ´ snpxq| “

∣∣∣∣∣ k
ÿ

i“n`1

gipxq

∣∣∣∣∣
ď

n`1
ÿ

i“1

1

3
¨

ˆ

2

3

˙i´1

“

8
ÿ

i“n`1

1

3
¨

ˆ

2

3

˙i´1

“
1

3
¨

`

2
3

˘n

1´ 2
3

“

ˆ

2

3

˙n
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(i) Für jedes x P X ist tsnpxquně1 eine Cauchy-Folge, also konvergiert sie zu einem
Punkt spxq P r´1, 1s.

(ii) Intuitiv reicht es für gleichmäßige Stetigkeit schon zu sehen, dass in obiger
Abschätzung kein x vorkommt. Genauer:
Sei ε ą 0, so DN P N mit @n ą N ùñ

`

2
3

˘n
ă ε. Dann ist

|spxq ´ snpxq| “
∣∣∣∣ lim
kÑ8

skpxq ´ snpxq

∣∣∣∣
“ lim
kÑ8

|skpxq ´ snpxq|

ď

ˆ

2

3

˙n

ă ε

also ist die Konvergenz gleichmäßig, und s ist stetig.

�

Setze nun f :“ s, dann überprüfen wir

Behauptung 12. f ist eine Fortsetzung von f , d.h. f |A“ f .

Unterbeweis. Es ist

|fpaq ´ snpaq| “

∣∣∣∣∣fpaq ´ n
ÿ

i“1

gipaq

∣∣∣∣∣ ď
ˆ

2

3

˙n

also

lim
nÑ8

|fpaq ´ snpaq| ď lim
nÑ8

ˆ

2

3

˙n

“ 0

Also ist
spaq :“ lim

nÑ8
snpaq “ fpaq.

für jedes a P A. �

Wir haben also eine Fortsetzung gefunden, und sind damit fertig.

Korollar 11.6 (Version des Satzes von Tietze). Sei X ein normaler Raum und
A Ď X abgeschlossen. Dann gilt folgendes:

1. Jede stetige Funktion f : A Ñ ra, bs lässt sich zu einer Funktion f : X Ñ

ra, bs fortsetzen.

2. Jede stetige Funktion f : A Ñ R lässt sich fortsetzen zu einer Funktion
f : X Ñ R.

Beweis. Übung.
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12 Der Metrisierungssatz von Urysohn

Satz 12.1 (Metrisierungssatz von Urysohn). Jeder normale Raum mit abzählbarer
Basis der Topologie ist metrisierbar.

Beweis.

Beweisstrategie. Schritt 1: Betrachte
ś

Nr0, 1s in der Produkttopologie und zeige,
dass der Raum emtrisierbar ist. Dieser Raum heißt Hilbert-Würfel.
Schritt 2: Sei X normal mit abzählbarer Basis, wir zeigen, dass wir eine Einbettung
F : X Ñ

ś

Nr0, 1s finden. Dann sind wir fertig, da

X – F pXq Ď
ź

N
r0, 1s.

ein Unterraum eines metrischen Raumes ist.

Vorlesung 11
Do 20 Mai 2021

Lemma 12.2 (Hilbert-Raum ist metrisierbar). Der Raum
ś8

i“1r0, 1s ist metri-
sierbar (in der Produkttopologie).

Beweis. Übung. Die Metrik ist hierbei gegeben durch:

DppxnqnPN, pynqnPNq “ sup

"

|xn ´ yn|
n

| n P N
*

.

Lemma 12.3. Sei X ein normaler Raum mit abzählbarer Basis

B “ tB1, B2, . . .u .

Dann gibt es eine abzählbare Familie

tfi : X Ñ r0, 1s | fi stetigu .

sodass für jedes x P X und jede offene Umgebung x P U ein i P N existiert,
sodass fipxq “ 1 und fipyq “ 0 für y R U .

Bemerkung 12.4. Wir wissen schon, dass X normal ùñ X vollständig re-
gulär, dass wir also solche Funktionen finden, ist bereits klar. Das wichtige am
Beweis ist, dass wir abzählbar viele Funktionen finden können, die das schon für
alle (!) Punkte tun.
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Beweis von Lemma 12.3. Für jedes n,m mit |Bn| Ď Bm wenden wir das Lemma von
Urysohn. an, also gibt es Funktionen

gn,m : X Ñ r0, 1s

gn,mpBnq “ t1u

gn,mpXzBmq “ t0u

Wir stellen zudem fest, dass diese Familie von Funktionen abzählbar ist, wegen NˆN –
N.

Behauptung 13. Die pgn,mqn,mPN erfüllen bereits die gewünschte Bedingung.

Unterbeweis. Sei x P X mit einer Umgebung x P U gegeben. Da B eine Basis ist,
finden wir m P N mit x P Bm Ď U , da U offen ist. Da X normal ist, finden wir zudem
eine offene Menge V mit x P V Ď V Ď Bm (Lemma 10.5, wir erinnern uns, dass
Punkte in normalen Räumen abgeschlossen sind nach Theorem 4.4). Analog finden
wir nun Bn P B mit x P Bn Ď V , erneut, weil B eine Basis ist.
Dann ist Bn Ď V Ď Bm, und gn,mpxq “ 1 wegen x P Bn Ď Bn und gn,mpyq “ 0 für
y R U , da dann y R Bm. �

Mündliche Anmerkung 12.5. Für den Beweis von Theorem 12.1 brauchen
wir nicht wirklich, dass wir eine abzählbare Basis finden, sondern es genügt
die Eigenschaft ebigen Lemmas. Die abzählbare Basis ist jedoch die einfachste
Eigenschaft das zu garantieren.

Beweis des Metrisierungssatz von Urysohn. Seien pfi : X Ñ r0, 1sqiPN wie in Lem-
ma 12.3. Definiere

F :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X ÝÑ
ś8

i“1r0, 1s
x ÞÝÑ pfipxqqiPN

Nach der universellen Eigenschaft der Produkttopologie ist f stetig.

Behauptung 14. F ist eine Einbettung (d.h. ein Homöomorphismus mit dem Bild,
siehe Definition 7.34).

Unterbeweis. Wir zeigen, dass F injektiv und F : X Ñ F pXq offen ist, dann ist F
eine Einbettung.

� Seien x ‰ y P X. Da X normal ist, finden wir eine offene Menge x P U ,
y R U (erneut, indem wir uns erinnern, dass normale Räume Hausdorff sind,
und dann Theorem 4.4 anwenden). Wegen Lemma 12.3 gibt es also n P N mit
fnpxq Ď fnpUq “ 1 und fnpXzUq “ 0, also

fnpxq “ 1 ‰ fnpyq ùñ F pxq ‰ F pyq.

Also ist F injektiv.
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� Sei U Ď X offen. Wir zeigen: F pUq Ď
ś

N ist offen. Sei z P F pUq mit (eindeu-
tigem) Urbild x P U . Wir konstruieren eine Menge V Ď

ś

Nr0, 1s offen, sodass
z P V X F pXq Ď F pUq, dann ist F pUq offen in F pXq.
Erneut nach Lemma 12.3 erhalten wir ein n mit fnpxq “ 1 und fnpXzUq “ 0.
Setze nun

V “ r0, 1s ˆ . . .ˆ p0, 1s ˆ r0, 1s ˆ . . . .

als offene Teilmenge von
ś

Nr0, 1s, wobei p0, 1s im n-ten Faktor stehe.

Behauptung 15. z P V X F pXq Ď F pUq ist eine offene Umgebung (in F pXq)
von z.

Unterbeweis. Sei z1 “ F px1q P V X F pXq. Es ist z1 P V , also z1n :“ fnpx
1q ‰ 0,

allerdings wissen wir auch fnpXzUq “ 0, d.h. x1 R XzU , also folgt x1 P U
und somit z1 “ F px1q P F pUq. Zudem ist wegen zn “ fnpxq “ 1 ‰ 0 auch
z P V X F pXq, also handelt es sich um eine offene Umgebung von z. �

Also ist F pUq offen in F pXq und somit F : X Ñ F pXq offen.

Also ist F : X Ñ F pXq offen und injektiv, und somit eine Einbettung. �

Nun stellen wir also fest, dass X – F pXq (wegen der Einbettung), aber F pXq Ď
ś

Nr0, 1s ist metrisierbar als Teilraum eines metrisierbaren Raums, also ist X metri-
sierbar und das wollten wir zeigen.

Mündliche Anmerkung 12.6. Wo haben wir jetzt wirklich benutzt, dass das
Produkt abzählbar war?. Man überlegt sich, dass wir den exakt gleichen Beweis
für jede Kardinalität einer Basis hätten durchführen können, um nach

ś

ℵr0, 1s
einzubetten. Das wirkliche Problem ergibt sich dann erst, wenn wir zeigen (in
der Übung), dass

ś

Nr0, 1s metrisierbar ist. Es stellt sich heraus, dass das nur
für ℵ ď ω, dh. für abzählbare Indexmengen der Fall ist.
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Teil II

Algebraische Topologie

Motivation

Bisher haben wir Topologische Räume und ihre Eigenschaften wie Hausdorff, normal,
Kompakt oder zsuammenhängend gesehen, um diese zu unterscheiden. Im 2. Teil der
Vorlesung kümmern wir uns nun um weiter Topologische Invarianten.

Beispiel 12.7. Setze π0pXq :“ als die Menge der Wegkomponenten von X, d.h.
π0pXq Ď PpXq und U P π0pXq genau dann, wenn U wegzusammenhängend und
inklusionsmaximal, d.h. EV wegzusammenhängend mit U Ĺ V . Dann ist π0pXq
eine topologischen Invariante.

Bemerkung* 12.8. Mit ’topologischen Invariante’ meinen wir natürlich immer
eine Eigenschaft eines topologischen Raumes, die von Homöomorphismen erhal-
ten wird, also nicht von der konkreten Wahl des Raumes abhängt.

Beispiel 12.9. � π0pRq “ tRu , da R wegzusammenhängend

� π0pNq “ ttnu | n P Nu, weil die einzigen wegzusammenhängenden Teilmen-
gen von N die einpunktigen Mengen sind

� Betrachte die Sinuskurve des Topologen (vgl. Aufgabe 5.1). Diese ist defi-
niert als der Abschluss des Graphen G von x ÞÑ sin 1

x für x ą 0. Dann sind

die Wegzusammenhangskomponenten genau G selbst (blau) sowie GzG
(rot).

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

-1

1

Abbildung 22: Sinuskurve des Topologen

Beispiel 12.10. Eine Invariante, die wir noch nicht kennen, ist π1. Hierzu defi-
niere für x0 P X:

π1pX,x0q “
 

Abbildungen f : S1 Ñ X, 1 ÞÑ x0

(

{’Verschieben’.

87



Vorlesung 11: Kategorientheorie

Mündliche Anmerkung 12.11. ’Verschieben’ ist an dieser Stelle (bewusst)
noch nicht präzisiert. Wir werden sehen, dass wir damit ’Homotopie’ meinen,
dazu aber später mehr, wenn wir das ganze detailliert behandeln.

Fakt 12.12. Ist f : X Ñ Y stetig, so induziert f Abbildungen

f˚ : π0pXq Ñ π0pY q

f˚ : p1pX,x0q Ñ π1pY, fpx0qq

Formal sind π0, π1 sogenannte Funktoren, deswegen wollen wir uns im Folgenden
etwas genauer die sogenannte Kategorientheorie ansehen, die solche Konzepte be-
handelt.

13 Kategorien

13.1 Einschub: Mengentheorie

Bemerkung* 13.1. Das folgende Kapitel ist sehr formal und holt weit aus, was
wir nicht (wirklich) verwenden. Es dient nur dazu, unserem folgenden Handeln
eine formale Grundlage zu verleihen, hat aber keinen (wirklichen) weiteren Ein-
fluss auf die Vorlesung.
Eine Einführung in die Logik und Mengenlehre, die auf die Topologie hinarbei-
tet, findet sich in [Mun18, Kapitel 1].
Für Formaleres zu Kardinalitäten sei auf auf das Vorlesungsskript [Koe18] ver-
wiesen, dort wird allerdings auch vieles behandelt, das hier nicht relevant ist.

Wir fordern neben den üblichen Axiomen von ZFC (hierbei steht C für das soge-
nannte Auswahlaxiom), noch die Existenz mehrerer unerreichbarer Kardinalzahlen
(d.h. welche außer ℵ0 :“ cardpNq, die wir ℵ0 ă κ ă κ1 nennen)

Definition 13.2 (unerreichbare Kardinalzahl). κ ist eine unerreichbare Kar-
dinalzahl, falls

� card p
Ť

iPI Xiq ă κ für alle I,Xi mit cardpIq, cardpXiq ă κ.

� card tf : X Ñ Y | f Abbildungu ă κ für alle MengenX,Y mit cardpXq, cardpY q ă
κ.

Bemerkung* 13.3 (Logik-Spam). Eine überabzählbare unerreichbare Kardi-
nalzahl liefert uns zugleich ein Modell von ZFC, wir können deren Existenz also
nicht innerhalb von ZFC zeigen (vgl. Gödelscher Unvollständigkeitssatz), deren
Existenz ist jedoch konsistent genau dann, wenn ZFC selbst Widerspruchsfrei
ist (wovon wir ausgehen). Insbesondere sollte man über κ so nachdenken, dass
alles, das man definieren kann / betrachtet, bzw. alle ’interessanten’ Mengen
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ă κ sind. So sollte man auch über κ nachdenken: Durch keine Begriffsbildungen,
die Dinge ă κ verwenden, können wir κ erreichen, also bildet κ etwas wie den
Horizont des Universums (der Mengen).

Definition 13.4 (Menge,Klasse). � Der Begriff Mengen heißt für uns ab
nun alle Mengen mit Kardinalität ă κ.

� Der Begriff Klasse steht für alle Mengen mit Kardinalität ă κ1.

Bemerkung* 13.5. Diese Begrifflichkeiten dienen nur dazu, dass wir über die
Klasse aller Mengen V reden können, die keine Menge ist. (auch nicht im herkömmlichen
Sinne). Es gibt auch andere Ansätze, um das zu ermöglichen, wie etwa das Be-
schreiben von Klassen mittels Formeln, für uns ist obiger Ansatz jedoch am
einfachsten. Merken sollte man sich vor allem

� Jede Menge ist eine Klasse, aber nicht zwingend umgekehrt. V “ tM |M ist Mengeu
ist die Klasse aller Mengen, oder auch das Universum aller Mengen.

� Wir können Mengen beliebig zu einer Klasse zusammenfassen, d.h. ist
ϕpMq eine Formel (Eigenschaft) einer Menge M , so ist

tM | ϕpMqu :“ tM | ϕpMq,M ist Mengeu .

eine Klasse.

� Für Klassen gilt das nicht mehr, d.h.

tK | K ist Klasseu .

ist keine Klasse (und damit [für uns]) kein definierter Ausdruck. Sonst
könnten wir das Russel’sche Paradoxon herleiten.

13.2 Kategorien

Bemerkung* 13.6. Für eine ausführlichere Einführung zur Kategorientheorie
siehe z.B. [Lei14].

Definition 13.7 (Kategorie). Eine Kategorie C besteht aus

� Einer Klasse von Objekten, notiert ObpC q.

� @X,Y P ObpC q eine Menge MorC pX,Y q von Morphismen

� Für X,Y, Z P ObpC q Verknüpfungsabbildungen

˝ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

MorC pX,Y q ˆMorC pY, Zq ÝÑ MorC pX,Zq
pf, gq ÞÝÑ g ˝ f
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mit pf, gq ÞÑ g ˝ f , sodass ˝ assoziativ ist.

� Jede Menge MorC pX,Xq enthält eine Identität idX , sodass

f ˝ idX “ f idX ˝ g “ g.

für Y P ObpC q, f P MorC pX,Y q und g P MorC pY,Xq beliebig.

Notationsmissbrauch* 13.8. Wir schreiben X P C für X P ObpC q.

Notation* 13.9. Aus naheliegenden Gründen notieren wir f : X Ñ Y für
f P MorC pX,Y q

Bemerkung* 13.10 (Assoziativität und kommutative Diagramme). Mit Asso-
ziativität meinen wir das folgende: SindX,Y, Z,W P ObpC q und f P MorC pX,Y q,
g P MorC pY,Zq, h P MorC pZ,W q, so ist h ˝ pg ˝ fq “ ph ˝ gq ˝ f . Wir veranschau-
lichen dies in einem kommutativen Diagramm (das ist typische für die Kate-
gorientheorie, wir malen Objekte als Punkte und Elemente von MorC pX,Y q als
Pfeile von X Ñ Y , so sollte man sich das vorstellen):

X Y Z W

h˝pg˝fq

ph˝gq˝f

g˝f

f

h˝g

g h .

Wir fordern also, dass beide Möglichkeiten, sich eine Abbildung X Ñ Z zusam-
menzubauen, die gleichen sind.

Bemerkung 13.11. � Ist ObpCq eine Menge, so heißt C klein.

� Da MorC pX,Y q Mengen sind, heißt C in der Literatur manchmal lokal
klein, manche Autoren lassen für MorC pX,Y q auch Klassen zu, wir jedoch
nicht.

Beispiel 13.12. � Set ist die Kategorie der Mengen und all ihrer Abbildun-
gen dazwischen.
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� TopX ist die Kategorie der topologischen Räume und ihren stetigen Ab-
bildungen.

� Grp ist die Kategorie der Gruppen und ihren Gruppenhomomorphismen

� VectR ist die Kategorie der R-Vektorräume und den linearen Abbildungen
dazwischen.

� Top‹ ist die Kategorie der punktierten topologischen Räume. Wir setzen

ObpTop‹q “ tpX,x0q | X topologischer Raum, x0 P Xu .

d.h. Objekte sind topologische Raume mit einem ausgezeichneten Basis-
punkt x0 P X. Von den Morphismen fordern wir, dass sie diesen Basis-
punkt erhalten, d.h.

MorTop‹ppX,x0q, pY, y0qq :“ tf : X Ñ Y stetig | fpx0q “ y0u .

Bemerkung 13.13. Die Kategorientheorie bildet zunächst eine Sprache, mit
der wir sehr vieles präziser ausdrücken können. Wir sollten auch so über sie
nachdenken, d.h. die Kategorientheorie hilft uns, Dinge aus vielen verschiedenen
Teildisziplinen (siehe Liste der Beispiele oben) elegant und knapp zusammenzu-
fassen und Beweise, die gleich geführt werden, zu vereinheitlichen.

Definition 13.14 (Unterkategorie). � U ist eine Unterkategorie von C ,
falls U eine Kategorie ist mit ObpU q Ď ObpC q, und @X,Y P ObpU q ist

MorU pX,Y q Ď MorC pX,Y q.

� Ist zudem für X,Y P ObpU q obige Inklusion sogar eine Gleichheit, d.h.
MorU pX,Y q “ MorC pX,Y q, so heißt U volle Unterkategorie.

Beispiel 13.15. � Fin Ď Set ist die Unterkategorie der endlichen Mengen
(jede endliche Menge ist eine Menge)

� CHaus Ď Top ist die Unterkategorie der kompakten Hausdorffräume (je-
der kompakte Hausdorff-Raum ist ein topologischer Raum)

� Ab Ď Grp ist die Unterkategorie der abelschen Gruppen (jede abelsche
Gruppe ist eine Gruppe)

Alle 3 Beispiele sind volle Unterkategorien.

Definition 13.16 (Isomorphismus). f P MorC pX,Y q ist ein Isomorphismus,
wenn es ein g P MorC pY,Xq gibt mit f ˝ g “ idY und g ˝ f “ idX (d.h. eine
Umkehrabbildung).
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Ist f : X Ñ Y ein Isomorphismus, d.h. es gibt ein Inverses g, so ist g bereits
eindeutig. Seien hierzu g, g1 beides Inverse zu f , dann ergibt sich

g “ g ˝ idY “ g ˝ pf ˝ g1q “ pg ˝ fq ˝ g1 “ idX ˝ g
1 “ g1.

Beispiel 13.17. f P Top ist ein Isomorphismus, wenn f ein Homöomorphismus
ist.

Definition 13.18 (Funktor). Seien C ,D Kategorien. Ein (kovarianter) Funktor
F : C Ñ D besteht aus:

� einer Abbildung F : ObpC q Ñ ObpDq.

� Abbildungen F : MorC pX,Y q Ñ MorDpFpXq,FpY qq für alle ObjekteX,Y P
ObpC q.

sodass

� Fpf ˝ gq “ Fpfq ˝ Fpgq

� FpidXq “ idFpXq

Definition 13.19 (Isomorphismus von Kategorien). Ein Funktor F : C Ñ D ist
ein Isomorphismus, falls es einen Funktor G : D Ñ C gibt, sodass G ˝ F und
F ˝ G die Identitäten sind.

Mündliche Anmerkung 13.20. Ein Funktor F ist hierbei die Identität (’der
Identitätsfunktor’), wenn er sowohl Objekte als auch Abbildungen auf sich selbst
schickt.

Mündliche Anmerkung 13.21. Im Gegensatz zu den Begrifflichkeiten ist ein
Isomorphismus von Kategorien nicht die gängigste Version von ’Gleichheit’. Nur
in Seltenen Fällen sind Kategorien tatsächlich isomorph (nach ebiger Definition),
allerdings oft äquivalent. Mehr dazu später.

Beispiel 13.22. � Es gibt einen Funktor Top Ñ Set, der jeden topolo-
gischen Raum auf seine Trägermenge sendet, und (stetige) Abbildungen
zwischen den topologischen Räumen auf die zugehörigen Abbildungen zwi-
schen den Trägermengen. Dieser Funktor heißt oft vergesslicher Funk-
tor, auch wenn das kein Fachbegriff ist, sondern eher ein gängiges Schema.
Wir können im wesentlichen alle möglichen Strukturen vergessen.

� Ab Ñ Grp als Inklusion ist ein Funktor, da jede abelsche Gruppe auch
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Gruppe ist, und Gruppenhomomorphismen von abelschen Gruppen natürlich
auch Gruppenhomomorphismen.

� Betrachte den Funktor

F :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Set ÝÑ Ab
X ÞÝÑ ZrXs

f : X Ñ Y ÞÝÑ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ZrXs ÝÑ ZrY s
k
ř

i“1

nixi ÞÝÑ
k
ř

i“1

nifpxiq

Wir senden hierbei eine Menge X auf die freie abelsche Gruppe , die
von X generiert wird. Dabei ist ZrXs das (freie) Z-Modul, das als Basis
von X erzeugt wird.

Vorlesung 12
Di 01 Jun 2021

Definition 13.23 (kontravarianter Funktor). Ein kontravarianter Funktor F :
C Ñ D besteht aus

� einer Abbildung F : ObpCq Ñ ObpDq

� Abbildungen F : MorCpX,Y q Ñ MorDpFpY q,FpXqq für X,Y P ObpC q

sodass
FpidXq “ idFpXq, Fpf ˝ gq “ Fpgq ˝ Fpfq.

Beispiel 13.24 (Dualraum). Das Bilden des Dualraums eines Vektorraums bil-
det einen Funktor

pq˚ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

VectR ÝÑ VectR
V ÞÝÑ V ˚ “ HomRpV,Rq

f : V ÑW ÞÝÑ f˚ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

W˚ ÝÑ V ˚

W
g
Ñ R ÞÝÑ V

f
ÑW

g
Ñ R

g ÞÝÑ g ˝ f

Bemerkung* 13.25. Natürlich ist hier an R nichts besonders, das geht mit
jedem Körper K.

Definition 13.26 (Dualkategorie). Ist C eine Kategorie, so ist Cop die Kategorie
mit ObpCopq “ ObpC q, sowie MorC oppX,Y q :“ MorC pY,Xq, und ’denselben’
Verknüpfungen.

Bemerkung* 13.27. ’Dieselben’ Verknüpfungen, d.h für X,Y, Z P ObpC opq “

13 KATEGORIEN 93



Vorlesung 12: Funktoren, Limiten

ObpC q definieren wir:

˝C op :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

MorC oppX,Y q ˆMorC oppY,Zq ÝÑ MorC oppX,Zq
pf, gq ÞÝÑ f ˝C g

indem wir uns erinnern, dass f P MorC pY,Xq und g P MorC pZ, Y q

Lemma 13.28. Ein kontravarianter Funktor F : C Ñ D ist ein (kovarianter)
Funktor F : C op Ñ D .

Beweis*. Nur Definitionen ausschreiben, wirklich nichts spannendes, sollte man aber
einmal machen als Übung.

Beispiel 13.29. Vectop
R

p¨q
˚

ÝÑ VectR als kovarianter Funktor, analog zu vorheri-
gem Beispiel.

Beispiel 13.30. Cat ist die Kategorie der kleinen Kategorie und Funktoren.

Mündliche Anmerkung 13.31. Wir betrachten hier nur die kleinen Katego-
rien (also die, deren Objekte eine Menge bilden), damit wir nicht im Probleme
wieder ’Klasse aller Klassen’ laufen, solche Probleme könnte man aber auch wie-
der umgehen, wenn man weitere unerreichbare Kardinalzahlen fordert.

Definition 13.32 (natürliche Transformation und Äquivalenz). Seien F ,G : C Ñ

D zwei Funktoren.

i) Eine natürliche Transformation t : F Ñ G ist eine Familie von Mor-
phismen (in D)

ttX P MorDpFpXq,GpXqquXPObpC q .

sodass das Diagramm

FpXq FpY q

GpXq GpY q

Fpfq

tX tY

Gpfq

kommutiert.

ii) t ist eine natürliche Äquivalenz (auch natürlicher Isomorphismus ge-
nannt), falls jedes tX ein Isomorphismus ist.

iii) F : C Ñ D ist eine Äquivalenz (von Kategorien), falls es einen Funktor
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G : D Ñ C gibt, sodass F ˝ G und G ˝ F jeweils natürlich äquivalent zum
Identitätsfunktor sind.

Bemerkung* 13.33. Die Idee an obigem kommutativen Diagramm ist einfach,
dass wir nun per se zwei Wege haben, von FpXq nach GpY q zu gelangen, und
wir wollen, dass diese gleich sind.

Mündliche Anmerkung 13.34. Die Idee daran, natürliche Äquivalenz von
Kategorien zuzulassen ist, dass wir uns nicht mehr um die Anzahl von (in ei-
ner Kategorie) zueinander isomorphen Objekten kümmern müssen, und davon
ebenfalls wegabstrahieren.

Beispiel 13.35. Es gibt eine natürliche Transformation t : idVectR Ñ pq˚
˚
, ge-

geben durch Komponenten für jeden R-Vektorraum V :

tV :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

V ÝÑ V ˚˚ “ HomRpV
˚,Rq

v ÞÝÑ evv :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

V ˚ ÝÑ R
f ÞÝÑ fpvq

Wir müssen prüfen, dass folgendes Diagramm für jede lineare Abbildung f : V Ñ
W kommutiert.

V W

V ˚˚ W˚˚

tV

f

tW

f˚
˚

Sei hierzu v beliebig, dann erhalten wir

v fpvq

evv ev˚v
˚
“ evfpvq

Um zu sehen, dass die beiden Abbildungen, die wir rechts unten erhalten, gleich
sind, sollte man sich kurz klarmachen, dass es sich dabei um Elemente ausW˚˚ “

HomW˚,R handelt, also können wir zeigen, dass die Abbildungen gleich sind,
indem wir ein Element g P W˚ “ HompW,Rq einsetzen, und die gleiche reelle
Zahl erhalten. Dazu ist erstmal:

evfpvqpgq
Def. von ev

“ gpfpvqq “ pg ˝ fqpvq.

sofort nach Definition. Die andere Rechnung ist etwas langwieriger, aber nur
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direktes Definitionen-Einsetzen:

ev˚v
˚
pgq “ ppf˚q˚pevvqqpgq

a˚pbq“b˝a
“ pevv ˝f

˚qpgq

“ evvpf
˚pgqq

aopbq“b˝a
“ evvpg ˝ fq

Def. von ev
“ pg ˝ fqpvq

und damit erhalten wir die gleiche reelle Zahl, also schlussendlich pev˚v q
˚ “ evfpvq

wie gewünscht, das Diagramm kommutiert und in der Tat handelt es sich bei t
um eine natürliche Transformation idVectR Ñ pq˚

˚

Beispiel 13.36. Betrachte die Kategorie der endlich-dimensionalen Untervek-
torräume von R8 mit ihren linearen Abbildung und diese mittels eines Inklusi-
onsfunktors in Vectf.d.R (endlich-dimensionale R-Vektorräume)

Mündliche Anmerkung 13.37 (In der Pause). Es ist Vectf.d.R keine kleine
Kategorie, denn wir können z.B. für jede beliebige Menge X die Menge RnˆtXu
bilden und diese kanonisch wieder als Rn auffassen, damit erhalten wir also für
jede Menge (mindestens) ein Objekt in Vectf.d.R , und damit können wir auch die
Menge aller Mengen basteln.
Umgekehrt ist aber die Kategorie der endlich dimensionalen Untervektorräume
von R8 eine kleine Kategorie, weil jedes Objekt ja insbesondere eine Teilmenge
von R8 (zumindest die Trägermenge) ist, und wir damit wieder eine Menge
erhalten.

Mündliche Anmerkung 13.38. Man kann zeigen, dass ein Funktor F genau
dann eine natürliche Äquivalenz ist, wenn er essentiell surjektiv und eine Bijek-
tion auf den Morphismen ist.
Essentiell surjektiv bedeutet, dass für jedes Objekt Y P D ein zu Y isomorphes
Objekt Z existiert, das im Bild von F liegt.
Bijektion auf Morphismen heißt, dass F einen Isomorphismus MorC pX,Y q –
MorDpFpXq,FpY qq mittels f ÞÑ Fpfq induziert.

Mündliche Anmerkung 13.39. Das tolle an obigem Beispiel ist, dass wir nun
eine Äquivalenz zwischen Vectf.d.R und einer kleinen Kategorie gefunden habe.
Das ist toll, wenn wir z.B. mit Cat arbeiten wollen, weil wir dann hier zwar
Vectf.d.R nicht als Objekt wiederfinden, allerdings eine dazu natürlich äquivalente
Kategorie.
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Beispiel 13.40. Betrachte die natürliche Transformation t : idGrp Ñ pqab, gege-
ben durch Komponenten für jede Gruppe G:

tG :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

G � G{rG,Gs
g ÞÝÑ rgs

Ist G eine Gruppe und a, b P G, so ist ra, bs :“ aba´1b´1 der Kommutator der
beiden Elemente (der Name kommt daher, dass ra, bs “ e genau dann, wenn
a, b kommutieren), und rG,Gs ist die Untergruppe von G, die von den Kom-
mutatoren in G erzeugt wird, d.h. alle endlichen Verknüpfungen von solchen
Kommutatoren. Man kann nun zeigen, dass rG,Gs�G eine normale Untergrup-
pe ist, und G{rG,Gs ist abelsch und die Abelisierung von G. Wir erhalten
ebenfalls die kanonische Projektion G� G{rG,Gs.

Wir können Gruppen auch als 〈E | R〉 darstellen, wobei E eine Menge an
Symbolen und R eine Menge an Relationen ist. Die beschrieben Gruppe
besteht dann aus allen Wörtern, die die Buchstaben der Menge E und deren
Inversen bilden, modulo der erzeugten Untergruppe der Relationen.

� 〈a, b | H〉 “ 〈a, b〉 – F2 ist die freie Gruppe mit 2 Elementen. Sie be-
steht aus Wörtern wie aba´1b´2a3, bei der keine Relationen gelten (außer
aa´1 “ a´1a “ e, bb´1 “ b´1b “ e, was immer gefordert wird).

� 〈a, b | ra, bs〉 – Z2, denn jetzt kommutieren beliebige zwei Elemente, und
wir können jedes Wort aus a, b, a´1, b´1 als anbm mit n,m P Z umschrei-
ben, und der Isomorphismus zu Z2 ist kanonisch.

�

〈
a, b | ra, bs, a3, b3

〉
– pZ{3Zq2, denn jetzt ist ja zusätzlich noch a3 “ b3 “

e das neutrale Element.

Mündliche Anmerkung 13.41. !
a

Es sei noch darauf hingewiesen, dass nicht
alle Relationen, die gelten, aufgeführt sein müssen. Im dritten Beispiel ist ja z.B.
auch a6 “ e, weil a6 “ a3a3 “ ee “ e.

Bemerkung* 13.42. Es sei gesagt, dass wir jede Gruppe in obiger Form dar-
stellen können, indem wir E als die Trägermenge von G wählen, und nun einfach
für jede Gleichung g1g2 “ g3, die in G gilt, die entsprechende Relation g1g2g

´1
3

in R fordern. (Das wird aber schnell hässlich, don’t do it!)

Bemerkung* 13.43. !
a

Auch, wenn diese Darstellung von Gruppen sehr schön
sein kann, ist sie sicherlich nicht immer die Beste. Es ist z.B. ein NP-vollständiges
Problem, für eine Darstellung 〈E | R〉 zu entscheiden, ob die dadurch definierte
Gruppe trivial ist, d.h. nur aus einem Element besteht.
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Als nächstes kann man sich überlegen, dass wir morphismen von G “ 〈E | R〉
in eine Gruppe H genau angeben können durch fpgq für jedes Element g P E,
sodass fprq “ e für jede Relation r P R. (Dabei meinen wir mit fprq für
r “ g1g2, . . . , gn einfach fpg1q ˝ fpg2q ˝ . . . ˝ fpgnq).
Damit kann man dann auch die Abbildung G Ñ G{rG,Gs leicht angeben,
denn haben wir G dargestellt als 〈E | R〉, so ist G{rG,Gs gegeben durch〈
E | R, tra, bsua,bPG2

〉
, und den Morphismus geben wir durch fpgq “ g an.

13.3 Limiten und Kolimiten

Um Limiten und Kolimiten zu betrachten, brauchen wir sogenannte Diagramme:

Sei C eine Kategorie und I eine kleine Kategorie. Wir stellen uns dann I als Dia-
gramm vor, z.B. eines der folgenden drei Beispiele:

‹ ‹

‹

. . . ‹ ‹ . . . ‹ ‹ (3)

Definition 13.44 (Terminales Objekt). Ein terminales Objekt in C ist ein
Objekt X P ObpC q, sodass es für alle Y P ObpC q einen eindeutigen Morphismus
Y Ñ X gibt, d.h.

@Y P ObpC q : MorC pY,Xq “ t‹u .

Mündliche Anmerkung 13.45. Es gibt zwar nicht die Definition des termi-
nalen Objekts, allerdings überlegt man sich leicht, dass terminale Objekte bis
auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig sind, deswegen ist eine Unterscheidung
nicht notwendig bzw. erfolgt normalerweise nicht.

Beispiel 13.46. In Top und Set sind die Einpunktmengen die terminalen Ob-
jekte.

Bemerkung* 13.47. In der Vorlesung wurde der Begriff ’Kegelkategorie’ auf
einmal definiert, ich splitte das ganze jedoch auf, weil auch Kegel einzeln danach
noch Verwendung finden, und ich das so lieber mag, der Inhalt ist aber derselbe:

Notationsmissbrauch 13.48. Sei I eine kleine Kategorie, C eine beliebige
Kategorie und X : I Ñ C ein Funktor. Für i P ObpI q schreiben wir auch kurz
Xi :“ Xpiq, um die entsprechenden Bildobjekte des Funktors in C zu bezeichnen.
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Bemerkung* 13.49. So sollte man auch wirklich über diese Diagramme nach-
denken, I ist einfach eine elegante Möglichkeit, eine Menge von Objekten in C
mittels I zu indizieren (= Indizes zu verteilen), und gleichzeitig einige Morphis-
men zwischen diesen Objekten mit zu beschreiben.

Definition* 13.50 (Kegel). Sei I eine kleine Kategorie und X : I Ñ C ein
Funktor. Ein Kegel über X ist ein Objekt N P ObpC q mit einer Familie von
Morphismen tfiuiPI , wobei fi P MorC pN,Xiq, sodass für jeden Morphismus
h P MorI pi, jq das folgende Diagramm kommutiert:

N

Xi Xj

fi fj

Xphq

.

Bemerkung 13.51. Der name Kegel kommt daher, dass N gewissermaßen mit
den Morphismen fi einen Kegel über den Xi erzeugt. Ist z.B.

I “

‹ ‹

‹

so ergibt sich als Ausschnitt der Kategorie C ein kommutatives Diagramm (kom-
mutativ wegen der Kommutativitätsbedingung in der Definition):

Y

X1 X2

X3

f1
f3

f2

.

Definition 13.52 (Kegelkategorie). Sei X : I Ñ C ein Funktor. Die Ke-
gelkategorie C {X hat als Objekte genau die Kegel über X. Die Morphismen
zwischen Kegeln pY, tfiuq Ñ pY 1, tf 1iuq sind gegebene durch g P MorC pY, Y

1q

(also durch übliche Morphismen zwischen Y, Y 1 als Objekten von C ), sodass für
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alle i P ObpI q folgendes kommutiert:

Y Y 1

Xi

g

fi f 1i

.

Mündliche Anmerkung 13.53. Ist I einelementig, so erhalten wir die Kate-
gorie über X P ObpC q, vergleiche hierzu Aufgabe 6.4.

Bemerkung* 13.54. Morphismen zwischen Kegeln lassen im Wesentlichen ein-
fach ’alles’ kommutieren, d.h. zeichnen wir die beiden Kegel und den entspre-
chenden Morphismus zwischen ihnen ein, so erhalten wir ein kommutatives Dia-
gramm.

Definition 13.55 (Limes). Ein Limes für X : I Ñ C ist ein terminales Objekt
in C {X.

Y

limX

X1 X2

X0

h1 h2

D!

s1 s2
s0

f1 f2

Zur Erklärung des Diagramms: In rot und blau die beiden Kegel limX und
Y über dem Diagramm X (in schwarz). In violett der induzierte Morphismus
Y Ñ limX (der sogar ein Morphismus in C {X ist!), der eindeutig existiert, weil
limX ein Terminalobjekt in C {X ist.

Notation 13.56. Existiert ’der’ (eigentlich ein) Limes von X : I Ñ C , so no-
tieren wir ihn mit limX.

Warnung. Es muss nicht immer ein Limes existieren (d.h. es gibt nicht immer ein
terminales Objekt in jeder Kategorie)

Mündliche Anmerkung 13.57. Limiten sind eindeutig, wenn sie existieren
(bis auf eindeutigen Isomorphismus)

Beweis*. Das ganze ist ein ’Standard’-Beweis für Objekte mit universeller Eigen-
schaft. Seien Y, Y 1 beides Limiten über X : I Ñ C , wir werden zeigen, dass diese
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isomorph mit eindeutigem Isomorphismus sind. Nach universeller Eigenschaft exis-
tiert zunächst eine (eindeutige) Abbildung g : Y Ñ Y 1 in der Kegelkategorie, sodass
das Diagramm

Y

Y 1

X1 X2

X0

h1 h2

g

s1 s2
s0

f1 f2

kommutiert. Analog finden wir jedoch f : Y 1 Ñ Y als Morphismus in der Kegelkate-
gorie, denn Y ist ja ebenfalls ein Limes und Y 1 ist ein Kegel. Nun ist f ˝ g : Y Ñ Y
eine Abbildung von Y (ein Kegel) nach Y (der Limes) in der Kegelkategorie. Aller-
dings ist solch eine Abbildung eindeutig bestimmt (Definition des Terminalobjekts),
und wir wissen auch, dass offensichtlich die Identitätsabbildung id : Y Ñ Y ein Mor-
phismus ist, der ebenfalls zur Kegelkategorie gehört. Also muss bereits f ˝ g “ idY
gelten. Völlig analog zeigt man g ˝ f “ idY 1 , und damit sind g bzw. f die geforderten
Isomorphismen.
Für die Eindeutigkeit von f, g reicht es zu bemerken, dass ja bereits die Abbildung
g : Y Ñ Y 1 eindeutig bestimmt war, also kann es erst recht keine weiteren Isomor-
phismen geben.

Beispiel 13.58. 1) Sei I “ H die leere Kategorie, dann ist C {X – C . Also
ist limX ein terminalse Objekt.

2) Sei I “ t1, 2u (mit nur den Identitätsabbildungen). SeiX : I Ñ C gegeben
durch X1, X2 P ObpC q, dann ist limX das Produkt von X1 und X2.
In Top und Set ist dieses das klassiche / bekannte Produkt X1ˆX2 (mit
Projektionen!)

3) Sei

I “

‹

‹ ‹

X “

X2

X1 X0

f2

f1

.

dann ist limX das Faserprodukt (Pullback). In Top bzw. Set ist

limX “ tpx1, x2q P X1 ˆX2 | f1px1q “ f2px2qu .

mit der Teilraumtopologie des Produktes und inklusive der entsprechenden
Projektionen.

Mündliche Anmerkung 13.59. Zu einem Limes gehören immer auch die ent-
sprechenden Abbildungen, oft unterdrücken wir diese jedoch implizit.
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Definition 13.60 (Initiales Objekt). Ein initiales Objekt in C ist ein Objekt
X P ObpC q, sodass für alle Y P ObpC q eine eindeutige Abbildung von X nach
Y existiert, d.h.

@Y P ObpC q : MorC pX,Y q “ t‹u .

Beispiel 13.61. In Top bzw. Set ist H das initiale Objekt.

Definition 13.62 (Kokegelkategorie). Die Definition ist völlig analog zu der des
Kegels, nur dass wir die Richtungen der Morphismen umdrehen:

Ein Kokegel über X : I Ñ C ist ein Paar pY, tfiuiPI q, sodass fi P MorC pXi, Y q
(die Morphismen gehen jetzt in die andere Richtung) und für jeden Morphismus
h P MorI pi, jq das entsprechende Diagramm

Xi Xj

Y

Xphq

fi fj

.

kommutiert. Die Kokegelkategoriebesteht X{C (sprich: ’C unter X’) nun aus
allen Kokegeln, wobei ein Morphismus pY, tfiuq Ñ pY 1, tf 1iuq gegeben ist durch
g P MorC pY, Y

1q, sodass für alle i P ObpI q folgendes kommutiert:

Xi

Y Y 1

fi fj

g

.

Definition 13.63 (Kolimes). Ein Kolimes ist ein Initialobjekt in der Kokegel-
kategorie X{C .

Warnung. Auch hier gilt wieder: Initialobjekte und damit Kolimiten müssen nicht
immer existieren.

Mündliche Anmerkung 13.64. Auch das Konzept des Kolimes kann man wie-
der auf das des Limes zurückführen, indem wir die duale Kategorie betrachten.
Alle Ergebnisse über Limiten gelten also auch (dual) für Kolimiten.

Lemma* 13.65 (Kolimes als Limes in der Dualkategorie). Wir fassen das Dia-
gramm X : I Ñ C als Funktor Xop : I op Ñ C op auf. Es ist nun pX{C qop –

C op{Xop. Untere diesem Isomorphismus, zsuammen mit dem kanonisch kontra-
varianten Funktor X{C Ñ pX{C qop

geht nun colimX in limXop über.
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Beispiel 13.66. 1) Ist I “ H, so erhalten wir ein initiales Objekt.

2) Ist I “ t1, 2u und X “ X1, X2, dann ist colimX das Koprodukt. In
Top bzw. Set ist dieses X1

š

X2 (mit den entsprechenden Inklusionen).

3) Betrachte

I “

‹ ‹

‹

X “

X0 X2

X1

f2

f1 .

Dann ist colimX das Pushout (Kofaserprodukt). In Top bzw. Set ist das
X1

Ť

X0

X2

Vorlesung 13
Di 08 Jun 2021

Beispiel 13.67. 1) Wir können eine GruppeG als Kategorie auffassen, indem
wir Ob G “ t‹u und MorG p‹, ‹q “ G setzen, wobei natürlich g ˝ h “ gh.
Man könnte das in etwa so skizzieren:

‚f

id

g

f˝g

2) Ein G-Objekt in einer Kategorie C (G ist eine Gruppe) ist ein Funktor
G Ñ C (dieser Funktor besteht aus einem Objekt von C zusammen mit
Endomorphismen dieses Objekts für jedes g P G)

Bemerkung* 13.68. Ein typisches Beispiel sind Gruppenwirkungen,
wählen wir hier C “ Set, so sind dieG-Objekte genauG-Mengen bzw.
G wirkt dann auf die entsprechende Menge FpG q P Set.

3) Sind C , D Kategorien, so gibt es die Produktkategorie C ˆ D , die wir
erhalten, indem wir Ob C ˆD “ Ob C ˆ Ob D (dieses Produkt müssen
wir potenziell als das von Klassen auffassen) setzen und als Morphismen

MorCˆDppX,Y q, pX
1, Y 1qq :“ MorC pX,X

1q ˆMorDpY, Y
1q.

setzen mit komponentenweiser Komposition, d.h. pf, gq ˝ pf 1, g1q “ pf ˝
f 1, g ˝ g1q.

4) Das Wedge-Produkt (_, siehe Definition 8.22) können wir nun als Funktor

_ : Top‹ˆTop‹ Ñ Top‹ .
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auffassen, mittels

ppX,x0q, pY, y0qq ÞÑ
X

š

Y
x0 „ y0

“: X
ď

t‹u

Y.

wobei der Punkt x0 „ y0 der Basispunkt des neuen Raumes ist. Das Wedge-
Produkt ist gleichzeitig auch das Koprodukt in Top‹.

Analog geht das auch für das Smash-Produkt (^, siehe Definition 8.26).

^ : Top‹ˆTop‹ Ñ Top‹ .

mittels
ppX,x0q, pY, y0qq ÞÑ

X ˆ Y
X _ Y .

wobei wir die Einbettung

X _ Y ÝÑ X ˆ Y
x ÞÝÑ px, y0q

ÞÝÑ px0, yq

gewählt haben, um den Quotienten zu bilden, und das Bild von X _ Y als
Basispunkt von X ^ Y wählen.

Mündliche Anmerkung 13.69. Das Smash-Produkt ist nicht das
Produkt in Top‹, denn dieses ist gegeben durch das übliche Produkt
X ˆ Y , wobei wir diesen Raum mittels px0, y0q P X ˆ Y punktieren.

Beispiel 13.70. 1) S1 ^ S1 – S2

2) Die Einhängung eines topologischen Raum-
es ist ein Funktor

Σ: Top Ñ Top .

gegeben durch

X ÞÑ X ˆ r0, 1s
Xˆt0u
Xˆt1u

.

(genaugenommen wollen wir hier px, 0q „
px1, 0q für x, x1 P X und analog px, 1q „ px1, 1q
identifizieren). Für Details siehe z.B. [Hat02,
Seite 8]

Grafik von [Mel]

Abbildung 23:
Einhängung des
Kreises C1

5) Wir können die Funktorkategorie MorpC ,Dq bilden, indem wir ObpMorpC ,Dqq
als die Menge der Funktoren von C nach D , und MorMorpC ,DqpF ,Gq als
die Menge der natürlichen Transformationen von F nach G wählen.

14 Homotopien und die Fundamentalgruppen
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Mündliche Anmerkung 14.1. Wir reden von nun an über ’Abbildungen’, wo-
bei wir damit meinen, dass jede Abbildung automatisch stetig ist.

Definition 14.2 (Homotopie). Zwei Abbildungen f, g : X Ñ Y heißen homo-
top, falls es eine Abbildung

H : X ˆ r0, 1s Ñ Y.

gibt mit
H0 :“ Hp´, 0q “ f H1 :“ Hp´, 1q “ g.

Die Abbildung H nennen wir dann Homotopie.

Notation 14.3. Wir notieren von nun an I :“ r0, 1s als das Einheitsintervall.

Notation* 14.4. Da wir uns das Intervall r0, 1s als einen zeitlichen Verlauf
vorstellen wollen, über dem wir f nach g homotopieren, bietet sich allgemein die

Notation Ht :“ Hp´, tq :“ X
xÞÑpx,tq

ãÑ X ˆ r0, 1s
H
ÝÑ Y an, um ’die’ Abbildung

zum Zeitpunkt t P r0, 1s zu notieren.

Sollte es sich bei X um das Intervall r0, 1s handeln, d.h. f, g : r0, 1s Ñ Y sind
Wege in Y , so parametrisieren wir diese Wege üblicherweise mit s. Für Wege
w1, w2 ist dann zum Zeitpunkt t P r0, 1s

Ht :“ Hp´, tq :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r0, 1s ÝÑ Y
s ÞÝÑ Hps, tq

ein Weg in Y , wobei H0 “ w1 und H1 “ w2.

In der Vorlesung wir das nicht immer so gehandhabt und teilweise gewechselt,
was ich persönlich verwirrend finde. Ich bemühe mich daher, einheitlich Hps, tq
zu verwenden und hierzu wenn nötig s, t bezüglich der Vorlesungsmitschrift zu
vertauschen, damit dieses Skript einheitlich wird. Das hat den Vorteil, dass t im
Kontext von Homotopien immer die Abbildungen X Ñ Y parametrisiert, bzw.
die Notation Ht die richtige ist, und - sollte es sich um Wege handeln, die wir
homotopieren - s als Parameter für das Durchlaufen eines Weges verwendet wird.

Lemma 14.5. Homotopie ist eine Äquivalenzrelation auf MorToppX,Y q.

Beweis. Reflexivität Ist f : X Ñ Y stetig, so auch H : X ˆ I
prX
Ñ X

f
Ñ Y und

klarerweise ist H0 “ H1 “ f .

Symmetrie Ist H : X ˆ I Ñ Y stetig, so auch

H 1 : X ˆ I
pid,1´tq
ÝÑ X ˆ I ÝÑ Y.
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Transitivität Sind H,G : XˆI Ñ Y stetig und H1 “ G0, so ist auch die Abbildung

HG :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X ˆ I ÝÑ Y

px, tq ÞÝÑ

#

Hpx, 2tq 0 ď t ď 1
2

Gpx, 2t´ 1q 1
2 ď t ď 1

und wir prüfen leicht pHGq0 “ H0 sowie pHGq1 “ G1.

Definition 14.6 (Homotop relativ einer Menge). i) Zwei punktierte Abbil-
dungen f, g : pX,x0q Ñ pY, y0q heißen (punktiert) homotop, falls es eine
Abbildung

H : X ˆ I Ñ Y.

mit H0 “ g,H1 “ g gibt, und zusätzlich Htpx0q “ y0@t P I (wir lassen also
den Basispunkt zu jedem Zeitpunkt fest).

ii) Sei A Ď X und f, g : X Ñ I. Die Abbildungen f, g heißen homotop
relativ A, falls es

H : X ˆ I Ñ Y.

mit H0 “ g,H1 “ g und Hpa, tq “ Hpa, t1q für alle a P A, t P I gibt (d.h,
die Homotopie bleibt auf A konstant). Inbesondere gilt dies nur, wenn
f |A “ g|A

Definition 14.7 (Homotopiekategorie). Die (naive) Homotopiekategorie hTop
ist die Kategorie mit ObphTopq “ ObpTopq und

MorhToppX,Y q “ MorToppX,Y q{ „

d.h. wir identifizieren Abbildungen modulo Homotopie.

Beweis. Übung. Einige Wohldefiniertheiten müssen geprüft werden.

Definition 14.8 (Homotopieäquivalenz). a) Eine Abbildung f : X Ñ Y heißt
Homotopieäquivalenz, falls rf s ein Isomorphismus in hTop ist, d.h. falls
es eine Abbildung g : Y Ñ X gibt, so dass g ˝ f „ idX und f ˝ g „ idY
jeweils homotop zu den Identitäten sind.

b) Existiert eine Homotopieäquivalenz f : X Ñ Y , so heißen X und Y ho-
motopieäquivalent.

Beispiel 14.9. Der Einpunktraum t‹u ist homotopieäquivalent zu Rn mittels

f :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t‹u ÝÑ Rn
‹ ÞÝÑ 0
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g :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rn ÝÑ t‹u

x ÞÝÑ ‹

Hierbei ist g ˝ f “ idt‹u sowieso schon die Identität, und es ist f ˝ g “ C0 (die
konstante Nullabbildung). Mittels

H :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rn ˆ I ÝÑ Rn
px, tq ÞÝÑ tx

erhalten wir auch H0 “ C0 und H1 “ idRn , sodass wir eine Homotopie C0 „ id
gefunden haben.

Lemma 14.10. Homotopieäquivalenz ist eine Äquivalenzrelation.

Beweis. Isomorphie in einer Kategorie ist eine Äquivalenzrelation.

Notation 14.11. Wir bezeichen

rX,Y s :“ MorToppX,Y q{ „“ MorhToppX, yq.

und analog

rX,Y s‹ :“ rpX,x0q, pY, y0qs :“ MorTop‹pX,Y q{ „ .

Bemerkung* 14.12. Für die Notation rX,Y s‹ bzw. rpX,x0q, pY, y0qs definieren
wir „ natürlich wie in Teil i) von Definition 14.6, d.h. wir lassen nur punktier-
te Homotopie zu, wie man das in der Kategorie der punktierten topologischen
Räume auch erwartet.

Definition 14.13 (Schleife). Eine Schleife in X an x P X ist eine Abbildung
w : I Ñ X mit wp0q “ wp1q “ x.

Äquivalent ist w eine Schleife, wenn w P MorTop‹ppS
1, 1q, pX,x0qq, indem wir

Theorem 3.9 anwenden.

Definition 14.14 (Komposition von Schleifen). Für zwei Schleifen w,w1 in X
an x ist w ‹ w1 die Schleife mit

pw ‹ w1qptq “

#

wp2tq 0 ď t ď 1
2

w1p2t´ 1q 1
2 ď t ď 1

.

Satz 14.15. Sei x0 P X ein Basispunkt. Dann definiert ‹ eine Gruppenstruktur
auf rS1, pX,x0qs‹.
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Beweis. Als erstes zeigen wir wohldefiniertheit auf den Homotopieklassen, d.h. Wenn
wir w,w1 bis auf Homotopie ändern, so ist auch deren Komposition bis auf Homotopie
stets gleich. Seien hierzu

H,G : r0, 1s{ t0, 1u ˆ I Ñ X.

punktierte Homotopien. Dann setzen wir

pH ‹Gqps, tq “

#

Hp2s, tq 0 ď s ď 1
2

Gp2s´ 1, tq 1
2 ď s ď 1

.

und sehen sofort allgemein pH ‹ Gqt “ Hs ‹ Gt, weswegen wir also eine Homotopie
zwischen pH ‹Gq0 “ H0 ‹G0 und pH ‹Gq1 “ H1 ‹G1 definiert haben.

Man beachte, dass wir für die Wohldefiniertheit Hp1, tq “ Htp1q “ x0 “ Gtp0q “
Gp0, tq benötigen (an der Übergangsstelle s “ 1

2 müssen die beiden Fälle übereinstimmen).

Assoziativität Sind w,w1, w2 drei Schleifen an x0, so durchlaufen wir bei der Schleife
pw‹w1q‹w2 auf r0, 1

2 s den Weg w˝w1 und auf r 12 , 1s w
2. Für w‹pw1‹w2q passiert

zwar eigentlich das Gleiche, allerdings in anderen Zeitintervallen, weswegen wir
diese Zeitintervalle mittels einer Homotopie verschieben:

w w1 w2

w2w1w

s
(Zeitlicher Durch-
lauf
einer Schleife)

t (Verlauf der Homotopie)

H1 “

w ‹ pw1 ‹ w2q

H0 “

pw ‹ w1q ‹ w2

H 1
2

Dazu durchlaufen wir mit Ht (also zum Zeitpunkt t der Homotopie) w auf dem
Intervall s P r0, 1`t

4 s, den Weg w1 auf r 1`t4 , 2`t
4 s und den Weg w2 auf r 2`t4 , 1s,

formal also folgendermaßen:

Hps, tq “

$

’

’

&

’

’

%

w
´

4s
1`t

¯

0 ď s ď 1`t
4

w1p4s´ 1´ tq 1`t
4 ď s ď 2`t

4

w2
´

4s´2´t
2´t

¯

2`t
4 ď s ď 1

.

Man prüft an den Übergängen zwischen den Wegen wieder leicht, dass für
s “ 1`t

4 und s “ 2`t
4 jeweils Hps, tq “ wp1q “ x0 “ w1p0q bzw. Hps, tq “

w1p1q “ x0 “ w2p0q gilt, in obiger Skizze sind die rot markierten Strecken die-
jenigen, auf denen Hps, tq den Wert x0 (zwingend) annimmt, weil es sich um
Schleifenanfänge bzw. Enden handelt.

neutrales Element Sei c : I Ñ X die Abbildung, die konstant x0 ist. Wir behaup-
ten, dass c ein neutrales Elemente ist. Sei hierzu w eine beliebige Schleife an x,
dann ist

Hps, tq “

#

wp 2s
1`t q 0 ď s ď 1`t

2

x0
1`t

2 ď s ď 1
.
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w

w

x0

(a) H0

w

w

x0

(b) H 1
3

w

w

x0

(c) H 2
3

w

w

x0

(d) H 5
6

x0

(e) H1

Abbildung 24: Illustration der Homotopie von w ‹ w zu c mit dem ’Spaghetti-Trick’

eine Homotopie von w ‹ c nach w. Die Abbildung Ht durchläuft hierzu auf
r0, 1`t

2 s den Weg w, und bleibt für den Rest der Zeit stehen.

Bemerkung* 14.16. Wir müssen eigentlich noch zeigen, dass auch c ‹ w
zu w homotop ist, damit c eine beidseitiges neutrales Element ist, dazu
ergibt sich jedoch völlig analog die Homotopie

Hps, tq “

#

x0 0 ď s ď t
2

w
´

2s´t
2´t

¯

t
2 ď s ď 1

.

von w nach c‹w. Ht bleibt zunächst stehen, und durchläuft dann auf r t2 , 1s
den Weg w.

Inverses Sei wptq “ wp1´tq, wir behaupten, dass diese Schleife ein Inverses darstellt.
Dann ist

Hps, tq “

$

’

&

’

%

wp2sq 0 ď s ď 1´t
2

wp1´ tq 1´t
2 ď s ď 1`t

2

wp2´ 2sq “ wp2s´ 1q 1`t
2 ď s ď 1

.

eine Homotopie von w‹w nach c. Hierbei laufen wir mit Ht zunächst auf r0, 1´t
2 s

einen Teil von w entlang (in normaler Geschwindigkeit ), dann bleiben wir stehen
(an der Stelle wp1 ´ tq) und laufen dann im Zeitraum r 1`t2 , 1s wieder zurück,
also ein Endstück von w.

Mündliche Anmerkung 14.17. Man erkennt, dass es für obigen Beweis wich-
tig war, dass wir die Verknüpfung nur bis auf Homotopie definieren, weil wir
ansonsten Probleme mit der Parametrisierung bekommen.

Definition 14.18 (Fundamentalgruppe). Für pX,x0q P Top‹ ist

π1pX,x0q :“ prpS1, 1q, pX,x0qs‹, ‹q.

die Fundamentalgruppe von X an x0.
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Mündliche Anmerkung 14.19. Wir werden feststellen, dass es sich bei obigem
um eine Homotopieinvariante handelt, mit der wir eine weitere charakteristische
Eigenschaft von topologischen Räumen gefunden haben, um diese zu unterschei-
den.

Allerdings wird sich herausstellen, dass die Berechnung solcher Gruppen recht
mühsam ist, weswegen wir noch die Technik sogenannter Überlagerungen ken-
nenlernen werden.

Satz 14.20. Ist f : pX,x0q Ñ pY, y0q eine Abbildung, so induziert diese einen
Gruppenhomomorphismus

π1pX,x0q
π1pfq“:f˚
ÝÑ π1pY, y0q.

mittels rws ÞÑ rf ˝ ws. Zudem ist

π1 : Top‹ Ñ Grp .

ein Funktor.

Beweis. Wohldefiniertheit Ist w
H
„ w1, so ist f ˝ w

f˝H
„ f ˝ w2.

Gruppenhomomorphismus Seien rws, rw1s zwei beliebige Element aus π1pX,x0q,
dann ist

π1pfqprws ‹ rw
1sq “ π1pfqprw ‹ w

1sq

“ rf ˝ pw ‹ w1qs
(1)
“ rpf ˝ wq ‹ pf ˝ w1qs

“ rf ˝ ws ‹ rf ˝ w1s

“ πpfqprwsq ˝ π1pfqprw
1sq

wobei in (1) Gleichheit gilt, weil es sich bei beiden Seiten um die Abbildung

#

pf ˝ wqp2tq 0 ď t ď 1
2

pf ˝ w1qp2t´ 1q 1
2 ď t ď 1

.

handelt.

Funktorialität � Es ist π1pidXqrws “ ridX ˝ws “ rws, also bilden wir Identitäten
auf Identitäten ab.

� Wir rechnen nach:

π1pf ˝ gqprwsq “ rpf ˝ gq ˝ ws

“ rf ˝ pg ˝ wqs

“ π1pfqrg ˝ ws

“ π1pfqpπ1pgqrwsqq

“ pp1pfq ˝ π1pgqqrws
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und wir erhalten, dass π1pf ˝ gq “ π1pfq ˝ π1pgq.

Mündliche Anmerkung 14.21. Wir können uns π1 vorstellen als ’Löcher-
zählen’, dazu später mehr.

Vorlesung 14
Do 10 Jun 2021

Satz 14.22 (π1 auf Wegzusammenhangskomponenten). Seien x, x1 P X durch
einen Weg verbunden, d.h. Dw : I Ñ X mit wp0q “ x, wp1q “ x1. Dann sind die
Gruppen π1pX,xq und π1pX,x

1q homöomorph.

Bemerkung 14.23. Liegen x, x1 in verschiedenen Wegzusammenhangskompo-
nenten, so gibt es (im Allgemeinen) keine Beziehung zwischen π1pX,xq und
π1pX,x

1q. Betrachte hierzu z.B. X “ X1

š

X2 mit x P X1 und x1 P X2, so
ist p1pX,xq “ p1pX1, xq und p1pX,x

1q “ p1pX2, x
1q. Es genügt daher zu sehen,

dass es Räume mit verschiedenen Fundamentalgruppen gibt.

X1 X2

X :“ X1

š

X2

x
x1

Abbildung 25: Disjunkte Vereinigung von Räumen mit verschiedener Fundamental-
gruppe

Beweis von Theorem 14.22. Sei v : I Ñ X eine Weg von x nach x1. Dann definiere

v˚ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

π1pX,x
1q ÝÑ pX,xq

rws ÞÝÑ rv ‹ w ‹ vs

wobei wie üblich v : r0, 1s Ñ X gegeben ist durch vptq “ vp1 ´ tq. Hierbei definieren
wir

pv ‹ w ‹ vqptq “

$

’

&

’

%

vp3tq 0 ď t ď 1
3

wp3t´ 1q 1
3 ď t ď 2

3

vp3p1´ tqq 2
3 ď t ď 1

.

Damit diese Konstruktion ein Gruppenisomorphismus ist, zeigen wir:
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v

v wx

x1

X

Abbildung 26: Aus einer Schleife w um x1 können wir mittels v, v eine Schleife um x
erzeugen

Wohldefiniertheit Für w
H
„ w1 ist auch v ‹w ‹ v „ v ‹w1 ‹ v mittels der Homotopie

Hpt, sq “

$

’

&

’

%

vp3tq 0 ď t ď 1
3

Hp3t´ 1, sq 1
3 ď t ď 2

3

vp3p1´ tqq 2
3 ď t ď 1

.

Gruppenhomomorphismus Es ist:

v ‹ pw ‹ w1q ‹ v
v‹v„cx1
“ v ‹ pw ‹ pv ‹ vq ‹ w1q ‹ v

assoz.
“ pv ‹ w ‹ vq ‹ pv ‹ w1 ‹ vq

“ v˚pwq ˝ v˚pw
1q

Isomorphismus v induziert analog zu v eine Abbildung

v˚ : π1pX,xq Ñ π1pX,x
1q.

Wir behaupten, dass v˚ ein Inverses ist, also v˚ ˝ v˚ “ idπ1pX,xq, dann folgt
wegen v “ v auch sofort v˚ ˝ v“idπ1pX,x1q.

Sei also rws P π1pX,xq, dann ist

pv˚ ˝ v˚qprwsq “ rv ‹ v ‹ w ‹ v ‹ vs

“ rws

also ist v˚ ˝ v˚ tatsächlich die Identität.

Warnung. Der Isomorphismus v˚ : π1pX,x
1q Ñ π1pX,xq hängt von v ab (genauer

von der Homotopieklasse von v relativ Endpunkten). Die Gruppen sind aber in jedem
Fall isomorph.
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Ist G eine Gruppe, g P G, so ist

cg :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

G ÝÑ G
h ÞÝÑ ghg´1

eine Automorphismus von G, die Konjugation mit g. Diese heißen innere
Automorphismen

Bemerkung 14.24. Sind v, v1 : I Ñ X Wege von x nach x1, dann gilt:

v˚prwsq “ v ‹ rws ‹ v

“ rv ‹ v1s ‹ v1˚prwsq ‹ rv
1 ‹ vs

“ c
rv‹v1spv

1
˚rwsq

die von verschiedenen Wegen v, v1 von x nach x1 induzierent Wege unterscheiden
sich also nur um Konjugation.

Bemerkung* 14.25. Es gibt auch Wege v, w : x1 Ñ x, die nicht in der gleichen
Homotopieklasse (relativ Endpunkten) liegen, die aber dennoch denselben Iso-
morphismus induzieren. Das liegt daran, dass die beiden induzierten Isomorphis-
men sich nur um Konjugation unterscheiden (s. Bemerkung 14.24), und damit
z.B. insbesondere für abelsche Fundamentalgruppen denselben Isomorphismus
induzieren.

Mündliche Anmerkung 14.26. Man muss aufpassen, bei wegzusammenhängenden
Räumen einfach von ’der’ Fundamentalgruppe zu sprechen. Es gibt zwar nur ei-
ne, allerdings sind die Isomorphismen nicht zwingend kanonisch, weswegen man
trotzdem implizit noch die Wahl des Basispunktes mit sich rumschleppt. Das
motiviert die Betrachtung der nächsten Definition:

Definition 14.27 (Fundamentalgruppoid). Der Fundamentalgruppoid ΠpXq
ist die Kategorie mit obpΠpXqq “ X und

MorΠpXqpx, x
1q “ tw : I Ñ X | wp0q “ x,wp1q “ x1u

„ rel t0, 1u.

d.h. die Morphismen sind genau die Wege von x nach x1 modulo Homotopie
bezüglich endpunkten. Die Verknüpfung der Morphismen ist durch ‹ gegeben.

Bemerkung* 14.28. 1) Ein Gruppoid ist eine Kategorie, in der jeder Mor-
phismus invertierbar ist, d.h. in der jedere Morphismus ein Isomorphismus
ist. In obigem Fall ist das gegeben, weil wir für w den Weg w als Inverses
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haben.

Warnung. Wir fordern nicht, dass zwischen je zwei Objekten ein Iso-
morphismus existiert. Das ist auch in ΠpXq nicht der Fall, wenn X nicht
wegzusammenhängend ist.

Ist G ein Gruppoid, so ist MorG pA,Aq für A P ObpC q stets eine Gruppe.
Vergleiche hierzu auch Beispiel 13.67 1).

2) Per Definition ist MorΠpXqpx, xq – π1pX,xq (als Gruppen).

3) Per Definition ist nun

π0pXq – ObpΠpXqq
Isomorphie

Mündliche Anmerkung 14.29. Obige Konstruktion ist funktoriell (Zuord-
nung X Ñ ΠpXq). Dadurch ’verpacken’ wir die Basispunktwahl in eine Kate-
gorie und umgehen so willkürliche Wahlen, können die Informationen aus der
Kategorie (über die Fundamentalgruppe) aber jederzeit ’zurückgewinnen’ (bzw.
haben sie schon).

15 Überlagerungen Teil 1

Definition 15.1 (Überlagerung). Eine Überlagerung ist eine stetige, surjek-
tive Abbildung

p : E Ñ X.

mit den folgenden Eigenschaften: Für jedes x P X gibt es eine Umgebung U von
x, einen diskreten Raum F und einen Homöomorphismus

v : p´1pUq
–
ÝÑ U ˆ F.

über U , d.h.

p´1pUq U ˆ F

U

v

p prU

Bemerkung 15.2. F ist homöomorph zu Fx “ p´1ptxuq, der Faser über x
mittels

v|p´1pxq : p
´1pxq Ñ txu ˆ F.

Lemma 15.3 (Überlagerung von Teilräumen). Sei p : E Ñ X eine Überlagerung,
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p

X

E

p

R

´1

0

1

2

Abbildung 27: Veranschaulichung einer trivialen Überlagerung (links), und der

Überlagerung R exp
ÝÑ S1

Y Ď X ein Teilraum. Dann ist auch

p|p´1pY q : p
´1pY q Ñ Y.

eine Überlagerung.

Beweis. Sei x P Y . Dann DU Ď X Umgebung von x und F diskret und ein Homöomorphismus

v : p´1pUq Ñ U ˆ F.

über U . Dann ist U X Y eine umgebung von x in Y und somit

v|p´1pUXY q : p
´1pU X Y q Ñ pU X Y q ˆ F.

ein Homöomorphismus.

Beispiel 15.4. Sei X ein topologischer Raum, F diskret. Dann ist

prX : X ˆ F Ñ X.

eine Überlagerung.

Bemerkung 15.5. Ist p : E Ñ X eine Überlagerung, so heißt diese trivial, falls
ein Homöomorphismus u : E Ñ X ˆ F über X existiert, wobei F diskret.
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Definition 15.6. f : X Ñ Y ist ein lokaler Homöomorphismus, falls @x P X
eine offene Umgebung x P V Ď X existiert mit

i) fpV q Ď Y ist offen

ii) f |V : V Ñ fpV q ist ein Homöomorphismus

Mündliche Anmerkung 15.7. Die Abbildung f |V Ñ fpV q erfüllt etwas stärkere
Eigenschaften als eine Einbettung, weil wir hier zusätzlich fordern, dass fpV q Ď
Y offen ist.

Es ist z.B. R ãÑ R2 eine Einbettung, jedoch kein lokaler Homöomorphismus.

Lemma 15.8. Eine Überlagerung ist ein lokaler Homöomorphismus.

Beweis. Sei p : E Ñ X eine beliebige Überlagerung. Für x P X existiert x P U Ď X
offen mit u : p´1pUq – U ˆ p´1ptxuq (per Definition der Überlagerung)

Sei nun e P E beliebig und setze x “ ppeq. Wähle V “ u´1pU ˆ teuq. Dann ist
p|V : V Ñ U ein Homöomorphismus, denn (nach Anwendung von u bzw. u|V ) für
U ˆ teu Ñ U ist dies trivial.

V U ˆ teu

p´1pUq U ˆ p´1ptxuq

U

p|V

–

u|VĎ Ď

–

p|p´1pUq

–

u

prU

Da p´1pUq Ď E offen ist (Stetigkeit von p) und

V
u
– U ˆ teu Ď U ˆ p´1ptxuq

u´1

– p´1pUq

offen, ist V Ď p´1pUq Ď E offen. Also ist V eine offene Umgebung von e, und

p|V : V
–
ÝÑ U ein Homöomorphismus mit offenem Bild U Ď X, und wir erfüllen alle

Eigenschaften eines lokalen Homöomorphismus.

Lemma 15.9. Sei p : E Ñ X eine Überlagerung. Dann gibt es eine offene
Überdeckung tUiuiPI von X, so dass gilt:

Für alle i P I, x P Ui und y P p´1pxq gibt es eine stetige Funktion s : Ui ãÑ E
mit

� spxq “ y
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� p ˝ s “ idUi

Mündliche Anmerkung 15.10. Im Wesentlichen passiert hier nicht viel mehr
als beim lokalen Homöomorphismus. Der Unterschied der Aussage des Lemmas
ist, dass wir hier die Ui und das y fest wählen können, und erst dann den
Homöomorphismus bauen.

Beweis von Lemma 15.9. Für jedes x P X gibt es eine offene Umgebung Ux, auf der
p trivial ist (im Wesentlichen die Definition einer Überlagerung). Dann ist tUxuxPX
eine offene Überdeckung, die die Eigenschaften des Lemmas erfüllt:

E p´1pUxq Ux ˆ F

Ux Ux ˆ tfu

–

vĚ

–

s

s als Verknüpfung der anderen Abbildungen hat nämlich genau die gewünschten Ei-
genschaften, sofern wir f natürlich so wählen, dass y

v
Ø px, fq in Bijektion stehen.

Bemerkung 15.11. Nicht jeder lokale Homöomorphismus ist eine Überlagerung.
Die Abbildung p0, 2q

exp
ÝÑ S1 ist ein lokaler Homöomorphismus, aber keine Überlagerung.

Das ’Problem’ ist hierbei, dass 1 P S1 nur ein Urbild unter exp hat, jede Umge-
bung von 1 P p0, 2q im Urbild ist hat jedoch drei Urbilder von den Punkten nahe
1, ist also nicht einfach nur ein Intervall.

Notation 15.12. Ist p : E Ñ X eine Überlagerung, so nennen wir

� X die Basis oder den Basisraum

� E den Totalraum

� p die Überlagerungsabbildung oder Überlagerungsprojektion

� p´1pxq die Faser über x, Fx

�

∣∣p´1pxq
∣∣ die Blätterzahl . Diese ist lokal konstant.

Beispiel 15.13. 1) Die triviale Überlagerung

2) Die unendlich-blättrige Überlagerung

exp :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

R ÝÑ S1

t ÞÝÑ e2πit
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3) Es gibt auch eine k-blättrige Überlagerung des Einheitskreises:

pqk :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S1 ÝÑ S1

z ÞÝÑ zk

(wir fassen hier S1 Ď C auf, um zk zu definieren).

p

z ÞÑ z4

S1

S1

Abbildung 28: 4-blättrige Überlagerung S1 Ñ S1

4) Sind E,E1
p,p1

ÝÑ X Überlagerungen, so auch

E
ž

E1
p
š

p1

ÝÑ X.

5) Die Projektion Sn
p
ÝÑ RPn – Sn

x „ ´x ist eine 2-blättrige Überlagerung.
Bezeichne hierzu mit N , S den Nord- und den Südpol von Sn (die den glei-
chen Punkt in RPn darstellen und wegen Symmetrie ein generischer Punkt
aus RPn sind). Dann können wir die offene ober bzw. untere Halbkugel
betrachten, d.h.

Sn X tpx1, . . . , xn`1q | xn`1 ą 0u

Sn X tpx1, . . . , xn`1q | xn`1 ă 0u

deren Projektion auf RPn dann genau eine 2-blättrige triviale Überlagerung
auf eine offene Umgebung von ppNq “ ppSq darstellt.

Mündliche Anmerkung 15.14. Man kann zeigen, dass die endlichen Überlagerungen
die einzigen zusammenhängenden Überlagerungen von S1 sind. Für ’schöne’
Räume werden wir diese auch noch klassifizieren.
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In der nächsten Woche behandeln wir Liftungssätze, d.h. wir fragen uns

E

T X

p
Df̃?

f

das ganze gilt z.B. für Wege, also wenn T “ I, wir können uns dann ein Urbild
e ÞÑ fp0q “ x wählen und erhalten f̃ mit f̃p0q “ e, sodass obiges kommutiert.

Mündliche Anmerkung 15.15 (ca.). Wir werden dann feststellen, dass die
Hebung von w : I Ñ X nicht zwingend eine Schleife ist, auch wenn w es war.
Wenn wir dann auch noch Homotopien heben können, so können wir schließen,
dass w nicht nullhomotop war, weil das sonst auch für den gehobenen Weg gelten
müsste, dieser aber nichtmal dieselben Endpunkte hat.

Vorlesung 15
Di 15 Jun 2021

Satz 15.16 (Weghebungssatz). Sei p : E Ñ X eine Überlagerung, und w : r0, 1s Ñ
X ein Weg mit Anfangspunkt x0 :“ wp0q. Sei y P p´1px0q (also ein Punkt in der
Faser von x0). Dann existiert genau ein Weg w̃ : r0, 1s Ñ E, sodass w̃p0q “ y und
p ˝ w̃ “ w, d.h. es kommutiert

E

I X

pw̃

w

Der Weg w̃ heißt Hebung oder Lift von w.

Mündliche Anmerkung 15.17 (auf Nachfrage). Wir können uns den End-
punkt des Weges w̃, also w̃p1q, nicht aussuchen. Dieser ist aber eindeutig be-
stimmt durch die Wahl des Anfangspunktes w̃p0q “ y.

Wir wissen also, dass dieser Endpunkt existiert und eindeutig bestimmt ist,
können aber noch keine Aussage darüber treffen.

Zudem werden wir sehen, dass der Endpunkt nicht notwendigerweise der An-
fangspunkt sein wird, selbst wenn es sich bei w um eine Schleife handelt.

Beweis. 1. Fall: Wir nehmen an, dass p trivial ist, d.h. wir finden F , sodass kommu-
tiert:

E X ˆ F

X

–

u

p prX

Wir müssen also zeigen, dass genau eine Hebung w̃ : I Ñ X ˆ F existiert mit w̃p0q “
upyq. Sei upyq “ px0, fq mit f P F . Wir definieren nun

w̃ptq “ pwptq, fq.
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d.h. wir heben den Weg einfach nach X ˆ tfu – X. Dann ist w̃p0q “ pwp0q, fq “
px0, fq “ upyq, und die Projektion ist genau

prXpw̃ptqq “ wptq.

wie gewünscht.

Eindeutigkeit: Sei ˜̃w : I Ñ XˆF ein weiterer Lift mit Anfangspunkt pwp0q, fq. Weil I

zusammenhängend ist, ist prF ˝ ˜̃w : I Ñ F konstant, weil das Bild zusammenhängend,
F aber diskret ist. Also folgt bereits

˜̃wptq “ pwptq, fq “ w̃ptq.

, denn die zweite Komponente ergibt sich aus vorherigem Argument, und die erste
dann sofort aus der Hebungseigenschaft.

2. Fall: w hat Bild in einer trivialisierenden Umgebung U , d.h. in U Ď X mit p|p´1pUq

trivial.

Wir fassen w als Weg I Ñ U auf. Nach Fall 1 existiert w̃ : I Ñ p´1pUq mit w̃p0q “ y.
Dann ist w̃ : I Ñ p´1pUq ãÑ E eine Hebung von w entlang p : E Ñ X.

I p´1pUq E

U X

w
p|p´1pUq

p

Da jede Hebung Bild in p´1pUq hat (Verknüpfung mit p liefert ja einen Weg in U ,
nämlich w), folgt die Eindeutigkeit auch aus Fall 1.

3. Fall: Allgemeiner Fall. Sei tUiuiPI eine offene Überdeckung von X, so dass p|p´1pUiq

trivial ist für alle i P I.

Dann ist
 

w´1pUiq
(

iPI
eine offene Überdeckung von I. Es gibt also eine Lebesgue-

Zahl ε ą 0, d.h. ein ε ą 0, sodass jeder ε-Ball Upt, εq Ď I in einem w´1pUjq liegt.
Also finden wir ein n P N, so dass

@k “ 0, . . . , n´ 1 Di P I :

„

k

n
,
k ` 1

n



Ď w´1pUiq

d.h. analog, dass

w|r kn ,
k`1
n s

:

„

k

n
,
k ` 1

n



Ñ X.

hat Bild in einer trivialisierenden Umgebung Ui.

Wir zeigen per Induktion, dass w|r0, kn s
:
“

0, kn
‰

Ñ X einen eindeutigen Lift w̃ mit

Anfangspunkt y hat.

IA: k “ 1 ist genau die Aussage von Fall 2, wir sind also fertig.

IS Es gelte die Aussage für k. Sei w̃ :
“

0, kn
‰

Ñ E die eindeutige Hebung von w|r0, kn s
und setze yk :“ w̃

`

k
n

˘

. Nach Fall 2 hat also der Weg

w|r kn ,
k`1
n s

:

„

k

n
,
k ` 1

n



Ñ X.
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wp0q

wp1qUj1

Uj2
Uj3

Uj4

Uj5

Abbildung 29: Zerlegung des Weges in trivialisierende Umgebungen, auf denen wir
heben können

einen eindeutigen Lift w̃1 mit w̃1
`

k
n

˘

“ w̃
`

k
n

˘

. Nun passen w̃ und w̃1 zusammen zu
einer Hebung

w|r0, k`1
n s

.

zusammen. Zudem ist diese Hebung eindeutige, denn das Anfangsstück auf
“

0, kn
‰

ist
nach Induktion schon eindeutig, also auch der Anfangspunkt yk von w̃1, und somit
auch w̃1 nach Fall 2.

Bemerkung* 15.18. Das Lebesgue-Lemma fand sich auf den Übungsblättern
als Aufgabe 5.4, wir geben dies im folgenden wieder:

Definition 15.19 (Lebesguezahl). Sei U eine (offene) Überdeckung eines metri-
schen Raumes X. Dann ist eine ε ą 0 eine Lebesguezahl, falls @x P X eine
(offene) Umgebung U P U mit Upx, εq Ď U .

Lemma 15.20 (Lebesgue-Lemma). Ist X eine kompakter metrischer Raum, U
eine offene Überdeckung. Dann existiert eine Lebesguezahl ε ą 0.

Bemerkung* 15.21. Auf dem Übungsblatt haben wir das Lemma für einen
folgenkompakten metrischen Raum gezeigt, und das ist auch die Eigenschaft, die
wir im Beweis verwenden. Allerdings ist Aufgabe 5.4 auch genau dazu da, zu zei-
gen, dass Folgenkompaktheit und Kompaktheit für metrische Räume äquivalent
sind, in der Formulierung des Lebesgue-Lemmas ist dies also nicht (mehr) wich-
tig, sobald wir das wissen.
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Bemerkung 15.22. Ist w : I Ñ X eine Schleife, so ist w̃ im Allgemeinen trotz-
dem keine Schleife, hierzu betrachte wieder die Überlagerung R exp

ÝÑ S1 und die
Schleife w, die einmal um den Kreis läuft, die Hebung ist in R jedoch einfach ein
Weg von k zu k ` 1.

p

Abbildung 30: Hebung der Schleife in S1 zu einem Weg in R

Satz 15.23 (Homotopieliftungssatz). Sei p : E Ñ X eine Überlagerung, und
seien w̃0, w̃1 : I Ñ E Wege mit w̃0p0q “ w̃1p0q, also gleichem Anfangspunkt. Sei
wi “ p ˝ w̃i.

Sei H : I ˆ I Ñ X eine Homotopie von w0 nach w1 relativ Anfangspunkten.

i) Es gibt eine eindeutige Hebung H̃ : I ˆ I Ñ E von H mit H̃p0, 0q “ w̃0p0q.

ii) H̃ ist eine Homotopie von w̃0 nach w̃1 relativ Anfangspunkten.

iii) Ist H eine Homotopie relativ Endpunkt, so auch H̃.

Beweis von Theorem 15.23. Existenz von H̃ . Sei tUkukPK eine offene Überdeckung
von X, so dass p über jedem Uk trivial ist. Dann ist

 

H´1pUkq
(

kPK
eine offene

Überdeckung von I2. Nach dem Lebesgue-Lemma existiert m P N, so dass jedes
Quadrat

Qi,j :“

„

i´ 1

m
,
i

m



ˆ

„

j ´ 1

m
,
j

m



Ď I2.

in einem der H´1pUkq liegt, für i, j “ 1, . . . ,m.
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p

E

X

w̃0

w̃1

H

w0

w1

w̃0
“ w̃1

H̃

I2

H

H̃

ö

Abbildung 31: Hebung der Homotopie H in den Überlagerungsraum E

Q11

Q12

Q13

Q14

Q21

Q22

Q23

Q24

Q31

Q32

Q33

Q34

Q41

Q42

Q43

Q44

Bemerkung* 15.24 (teilweise mündlich). Genauer gesagt würden wir
nach dem Lebesgue-Lemma ein δ erhalten, sodass jede offene Menge mit
diam ă δ in einem der Ui liegt. Aber natürlich können wir dann m groß
genug machen, sodass ein abgeschlossenes Quadrat in einer etwas größeren
offenen Menge liegt, die Durchmesser ă δ hat.

Wir wollen im Folgenden eine Familie von stetigen Abbildungen H̃ij : Qij Ñ E
konstruieren, die H lokal, d.h. auf Qij , heben und untereinander ’kompatibel’
sind, genauer:

i) p ˝ H̃ij “ H|Qij (H̃ij ist Hebung auf Qij)

ii) H̃11p0, 0q “ w̃0p0q “ w̃1p0q (H̃11 hebt w0p0q auf w̃0p0q)

iii) pH̃ijq|QijXQi1j1 “ pH̃i1j1q|Q{jXQi1j1 (die lokalen Hebungen sind auf ihren
Schnittmengen, d.h. den Rändern der Quadrate, identisch)

Dies führen wir rekursiv in der Reihenfolge 11, 12, . . . , 1m, 21, 22, . . . , 2m, . . . , 3m, . . . ,mm
durch, wobei wir in jedem Schritt obige Bedingungen sicherstellen, d.h. wir be-
weisen diese Aussagen parallel mittels Induktion.
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Seien also 1 ď i, j ď m gegeben, sodass wir die vorherigen H̃ij bereits definiert
haben. Wir finden ein k, sodass HpQijq in Uk liegt, über dem die Überlagerung
trivial ist, also können wir eine lokale Umkehrfunktion s : U Ñ E wählen, die
zusätzlich den Startpunkt

s

ˆ

H

ˆ

i´ 1

m
,
j ´ 1

m

˙˙

“

$

’

&

’

%

w̃0p0q i “ j “ 1

H̃i´1,j

`

i´1
m , j´1

m

˘

i ą 1

H̃i,j´1

`

i´1
m , j´1

m

˘

j ą 1

(4)

besitzt, d.h. s hebt die ’linke untere Ecke’ von HpQijq auf den gleichen Punkt

wie eine der vorherigen Abbildungen H̃i1,j1 (bzw. auf den Anfangspunkt w̃0p0q,
wenn wir die erste Abbildung definieren), damit die Abbildungen letztendlich
zusammenpassen.

Bemerkung 15.25. Da H̃i´1,j und H̃i,j´1 auf der Ecke
`

i´1
m , j´1

m

˘

übereinstimmen,
ist das wohldefiniert für i, j ą 1. Dazu ist insbesondere wichtig, dass wir
Eigenschaft iii) für i´ 1, j und i, j ´ 1 bereits induktiv annehmen können.

Mit dieser Umkehrabbildung setzen wir nun naheliegenderweise H̃ij :“ s˝H|Qij .
Wir müssen nun die Eigenschaften i) - iii) prüfen. i) ergibt sich unmittelbar aus
der Wahl von s mittels

p ˝ H̃ij
def
“ p ˝ ps ˝H|Qij q “ pp ˝ sq ˝H|Qij “ idUk ˝H|Qij “ H|Qij .

Eigenschaft ii) ergibt sich unmittelbar aus der Definition in Gleichung 4, Eigen-
schaft iii) müssen wir nur für das neu hinzugekommene H̃ij zeigen, und auch nur
für den Schnitt mit den (potenziell) benachbarten Quadraten links und unter
Qij , weil die Schnitte sonst leer sind. Also bleibt zu zeigen:

Behauptung 16 (linker Rand von Qij). Ist i ą 1, so ist H̃ij |QijXQi´1,j
“

H̃i´1,j |QijXQi´1,j
.

Unterbeweis. Es ist Qij XQi´1,j “
 

i´1
m

(

ˆ r
j´1
m , jm s und kann somit durch

t ÞÑ

ˆ

i´ 1

m
,
j ´ 1` t

m

˙

.

für t P r0, 1s parametrisiert werden.

Die entsprechenden Wege

t ÞÑ H̃ij

ˆ

i´ 1

m
,
j ´ 1` t

m

˙

t ÞÑ H̃i´1,j

ˆ

i´ 1

m
,
j ´ 1` t

m

˙

heben alse den Weg t ÞÑ H
`

i´1`t
m , j´1`t

m

˘

und stimmen für t “ 0 am Wert

H̃ij

ˆ

i´ 1

m
,
j ´ 1

m

˙

def
“ H̃i´1,j

ˆ

i´ 1

m
,
j ´ 1

m

˙

.

überein (vergleiche auch wieder Gleichung 4). Nach dem Weghebungssatz sind
also beide Wege gleich, also stimmen H̃ij , H̃i´1,j entsprechend überein. �
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Behauptung 17 (unterer Rand von Qij). Ist j ą 1, so ist H̃ij |QijXQi,j´1
“

H̃i,j´1|QijXQi,j´1

Unterbeweis. Völlig analog zu Behauptung 1, der Schnitt ist der untere Rand
von Qij und kann analog parametrisiert werden. �

Damit haben wir zusammen eine Abbildung H̃ij mit den geforderten Eigen-

schaften i) - iii) konstruiert. Es ist nun leicht zu prüfen, dass wir die H̃ij zu
einer Abbildung

H̃ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

I2 ÝÑ E

px, yq ÞÝÑ H̃ijpx, yq, wobei i, j so, dass px, yq P Qij

zusammenfügen können, die die geforderten Eigenschaften besitzt.

Eindeutigkeit Sei ˜̃H eine weitere Hebung mit ˜̃Hp0, 0q “ w̃0p0q. Sei pt, sq P I2 und
w ein Weg von p0, 0q nach pt, sq in I2 (z.B. der lineare Weg). Dann sind H̃ ˝ w

und ˜̃H ˝ w Hebungen von H ˝ w. mit demselben Anfangspunkt.

Nach der Eindeutigkeit im Weghebungssatz sind also auch schon H̃˝w und ˜̃H˝w

gleich, insbosender stimmen sie an pt, sq überein, und somit ˜̃Hpt, sq “ H̃pt, sq.

Da pt, sq P I2 beliebig war, folgt also wie gewünscht H̃ “
˜̃H.

ii) Der Weg H̃p´, 0q hebt Hp´, 0q “ w0 mit Anfangspunkt w̃0p0q. Auch w̃0 ist
ein solcher Lift. Aus der Eindeutigkeit im Weghebungssatz folgt also genau
H̃p´, 0q “ w̃0. H̃p´, 0q ist in folgender Skizze blau markiert. Bevor wir jedoch
etwas über H̃p´, 1q aussagen können, müssen wir erst noch über die linke Kante
von I2 etwas lernen (im Bild orange).

I2

p

w̃1

w̃2

w2

w1

E

X

H̃

H

Weiter hebt H̃p0,´q den Weg Hp0,´q “ cw0p0q, weil H eine Homotopie relativ
Anfangspunkt ist. Auch cw̃0p0q ist eine solche Hebung (mit gleichem Anfangs-

punkt), also ist bereits H̃p0,´q “ cw̃0p0q.

Damit folgt bereits, dass H̃ eine Homotopie relativ Anfangspunkt ist, und dass
H̃p0, 1q “ cw̃0p0q. Also hebt der Weg H̃p´, 1q den Weg Hp´, 1q “ w1 mit An-
fangspunkt w̃0p0q “ w̃1p0q, und wegen der Eindeutigkeit der Wegeliftung erhal-
ten wir wie gewünscht H̃p´, 1q “ w̃1.

iii) Der Weg H̃p1,´q hebt nun Hp1,´q. Ist Hp1,´q konstant, dann auch H̃p1,´q,
weil wir auch die konstante Hebung haben, und die Hebung eindeutig ist.
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16 Beispiele für π1

Definition 16.1. Ein topologischer RaumX heißt einfach zusammenhängend,
falls X wegzusammenhängend ist und je zwei Wege mit gleichen Anfangs- und
Endpunkten homotop sind (relativ Anfangs- und Endpunkt).

w0

w1

Lemma 16.2. Ein Raum X ist einfach zusammenhängend genau dann, wenn er
wegzusammenhängend ist und π1pX,xq trivial ist für ein (oder äquivalent alle)
x P X.

Beweis. ’ ùñ ’ Spezialfall der Definition.

’ ðù ’ Seien w,w1 : I Ñ X Wege mit wp0q “ w1p0q “ x und wp1q “ w1p1q “ y. Dann
ist

w » pw1 ‹ w1q ‹ w » w1 ‹ pw1 ‹ wq
π1pX,yq“0
» w1.

Vorlesung 16
Do 17 Jun 2021

Notation 16.3. Sei p : E Ñ X eine Überlagerung, w : I Ñ X ein Weg mit
wp0q “ x und e P p´1pxq. Dann notieren wir mit Lpw, eq die Hebung von w mit
Anfangspunkt e, die nach dem Weghebungssatz eindeutig existiert.

Satz 16.4. Sei p : E Ñ X eine Überlagerung, wobei E einfach zusammenhängend
sei. Sei x P X und e P p´1pxq. Dann ist die Abbildung

ϕ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

π1pX,xq ÝÑ p´1pxq
rws ÞÝÑ Lpw, eqp1q

wohldefiniert und bijektiv.

Beweis. Wohldefiniertheit: Angenommen, w » w1 relativ Anfangs- und Endpunkt.
Nach dem Theorem 15.23 ist dann auch Lpw, eq » Lpw1, eq homotop relativ
Anfangs- und Endpunkt. Insbesondere haben sie denselben Endpunkt (dieser
bleibt während der Homotopie ja konstant), und somit Lpw, eqp1q “ Lpw1, eqp1q.

Injektivität: Angenommen, rws, rw1s P π1pX,xq werden auf den gleichen Endpunkt
Lpw, eqp1q “ Lpw1, eqp1q abgebildet.
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Da E einfach zusammenhängend, sind nun Lpw, eq und Lpw1, eq homotop (sie
haben den gleichen Anfangs- und Endpunkt) relativ Endpunkten. Sei H eine
solche Homotopie. Dann ist p˝H eine Homotopie von w nach w1 relativ Anfangs-
und Endpunkt, also rws “ rw1s und ϕ ist wie gewünscht bijektiv.

Surjektivität: Sei e1 P p´1pxq. Da E als einfach zusammenhängender Raum insbe-
sondere wegzusammenhängend ist, gibt es einen Weg w̃ : I Ñ E von e nach e1.
Dann ist w :“ p ˝ w̃ eine Schleife an x, weil e, e1 P p´1pxq, also ist ϕprwsq “
Lpw, eqp1q “ w̃p1q = e’. Da e1 P p´1pxq beliebig war, ist ϕ surjektiv.

Mündliche Anmerkung 16.5. Mit dieser Bijektion haben wir ein erstes star-
kes Werkzeug, mit der wir - mittels geschickter Überlagerungen - schon einmal
die Mächtigkeit der Fundamentalgruppe bestimmen können.

Satz 16.6. Es ist π1pS
1, 1q – Z.

Beweis. Wir betrachten die Überlagerung exp: RÑ S1. Zudem ist R einfach zusam-
menhängend. Wir wählen das Urbild 0 P exp´1p1q. Nach Theorem 16.4 ist nun

ϕ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

π1pS
1, 1q ÝÑ exp´1p1q “ Z Ď R

rws ÞÝÑ Lpw, 0qp1q

eine Bijektion.

Behauptung 18. ϕ ist ein Gruppenhomomorphismus.

Unterbeweis. Seien rws, rw1s P π1pS
1, 1q. Es ist zunächst

Lpw ‹ w1, 0q “ Lpw, 0q ‹ Lpw1, Lpw, 0qp1qq.

(wir heben zunächst w, und müssen verknüpfen mit der Weghebung von w1, die am
Endpunkt der Hebung von w, also an Lpw, 0qp1q, beginnt). Wir interessieren uns für
den Endpunkt von Lpw ‹ w1, 0q, denn auf diesen bildet ϕ den Weg w ‹ w1 ab. Dazu
genügt, den Endpunkt von Lpw1, Lpw, 0qp1qq zu bestimmen, dies tun wir, indem wir
den Weg parametrisieren:

Lpw1, Lpw, 0qp1qqptq “ Lpw1, 0qptq ` Lpw, 0qp1q.

Wir erhalten hier die Hebung an 0 mit einer Verschiebung um Lpw, 0qp1q - diese ist
auch eine Hebung, weil exppt ` nq “ expptq periodisch ist, und Lpw, 0qp1q P Z ein
Vielfaches der Periode 1 ist.

Bemerkung* 16.7. An dieser Stelle - nämlich dass Lpw, 0qp1q P Z, und wir
somit mit Lpw1, 0qptq ` Lpw, 0qp1q wieder eine Hebung von w1 erhalten - geht
maßgeblich in den Beweis ein, dass wir 1 P S1 als Basispunkt für die definierte
Abbildung ϕ gewählt haben. ϕ ist zwar auch für andere Basispunkte in S1 eine
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Bijektion, nicht jedoch ein Gruppenhomomorphismus (das Urbild hat in diesem
Fall auch gar keine Gruppenstruktur).

Alles in allem können wir nun nachrechnen, dass

ϕprws ˝ rw1sq “ Lpw ‹ w1, 0qp1q

“ Lpw, 0q ‹ Lpw1, Lpw, 0qp1qqp1q

“ Lpw1, Lpw, 0qp1qqp1q

“ pt ÞÑ Lpw1, 0qptq ` Lpw, 0qp1qqp1q

“ Lpw1, 0qp1q ` Lpw, 0qp1q

“ ϕprw1sq ` ϕprwsq

“ ϕprwsq ` ϕprw1sq

also ist ϕ tatsächlich ein Gruppenhomomorphismus. �

Also ist ϕ bijektiv und ein Gruppenhomomorphismus, also schon ein Isomorphismus
von Gruppen.

Mündliche Anmerkung 16.8. Es ist hier ein bisschen Glück bzw. Zufall, dass
die Bijektion ϕ sogar ein Gruppenhomomorphismus ist. Im Allgemeinen wird
dies nicht so sein, wir werden uns aber im Zuge von Gruppenwirkungen dieser
Thematik auch im Allgemeineren noch annähern.

Bemerkung 16.9. Ein Erzeuger von π1pS
1, 0q ist gegeben durch die Abbildung

exp |r0,1s : r0, 1s Ñ S1.

Beweis. Es ist

ϕp
“

exp |r0,1s
‰

q “ L
`

exp |r0,1s, 0
˘

p1q

“ pt ÞÑ tqp1q

“ 1

Allgemein kann man so auch zeigen, dass die Abbildung

ϕpt ÞÑ expptkqq “ k.

Satz 16.10. @n P N ist Rn einfach zusammenhängend, insbesondere π1pRn, 0q “
0.
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Bemerkung* 16.11. Vergleiche hierzu auch Aufgabe 8.4, hier zeigen wir das
gleiche Resultat, aber mit einem etwas anderen Weg.

Satz 16.12. Sei n P N mit n ě 2. Dann ist Sn einfach zusammenhägend, insbe-
sondere π1pS

n, 1q “ 0.

Als kleine Vorbereitung benötigen wir:

Lemma 16.13. Sei z P Sn beliebig, dann ist Snz tzu – Rn

Beweis. Wir führen eine stereographische Projektion durch, d.h. wir definieren
die Abbildung

ϕ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Snz tzu ÝÑ 〈z〉K

x ÞÝÑ z ´ 1
〈x´z,z〉 px´ zq

Hierbei ist 〈z〉K der Unterraum der Dimension n von Rn`1, auf dem z senkrecht
steht, und x wir dann abgebildet auf den Schnittpunkt der Geraden durch x und z
mit diesem Unterraum.

Ein Alternativer Beweis wäre, zu verwenden, dass

Snz tzu – Dnz t0u {BDn – Rn.

wobei wir im letzten Schritt x ÞÑ 1´‖x‖
‖x‖2 x abbilden.

z

〈z〉K – Rn

x

ϕpxq

y

ϕpyq

a “ ϕpaq

Abbildung 32: Stereographische Projektion zwischen S1z tp0, 1qu und R1 Ď R2

Bemerkung* 16.14 (Wie kommt man auf die Formel der stereographischen
Projektion?). Wir wollen für z P Sn ein x ‰ z P Sn abbilden auf den Schnitt-
punkt der Geraden durch x, z und dem zu z senkrecht stehenden Unterraum
〈z〉K – Rn. Bezeichnen wir das Bild von x unter dieser Abbildung mit y, so
ergeben sich folgende beiden Bedingungen
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� 〈x, z〉 “ 0, damit x senkrecht zu z steht, also in der entsprechenden Hy-
perebene – Rn.

� Es sind x, y, z kollinear, d.h. es existiert ein λ P R mit

y “ z ` λpx´ zq.

, indem wir die entsprechende Gerade durch den Fußpunkt z und den
Richtungsvektor px´ zq mit λ parametrisieren.

Einsetzen ineinander ergibt die Bedingung

0 “ 〈y, z〉
“ 〈z ` λpx´ zq, z〉
“ 〈z, z〉` λ 〈x´ z, z〉
“ 1` λ 〈x´ z, z〉

was sich äquivalent umformt zu

λ “ ´
1

〈x´ z, z〉
.

weswegen wir die obige Form der Abbildung erhalten.

Beweis von Theorem 16.12. Schritt 1: Sei w : I Ñ Sn eine Schleife an x, so dass das
Bild von w nicht gleich Sn ist.

Behauptung 19. Dann ist w homotop relativ Endpunkten zur konstanten Schleife.

Unterbeweis. Sei z P SnzBildpzq, solch ein Punkt existiert nach Voraussetzung. We-
gen Lemma 16.13 können wir w als Schleife in Rn auffassen, und w ist somit homotop
relativ endpunkten zur konstanten Schleife. �

Schritt 2: Sei w eine beliebige Schleife an x. Wir wollen x in Teile zerlegen, die nicht
als Bild die gesamte Kugel haben, um auf Schritt 1 zu reduzieren.

OBdA sei hierzu x ‰ p0, 0, . . . , 1q und auch x ‰ p0, 0, . . . ,´1q, sonst rotiere die Sphäre.
D.h. x ist nicht der ’Nord-’ oder ’Südpol’ der Kugel. Nun betrachte

Sn “ Snz tp0, 0, . . . , 1qu
loooooooooomoooooooooon

:“U1

YSnz tp0, 0, . . . ,´1u
loooooooooomoooooooooon

:“U2

.

Zudem ist

V :“ U1 X U2 “ Snz tp0, 0, . . . , 1q, p0, 0, . . . ,´1qu – Sn´1 ˆ R.

wegzusammenhängend für n ě 2. Nach dem Lebesguelemma existiert n P N, sodass

@i ď n´ 1Dk P t1, 2u mit w

ˆ„

i

n
,
i` 1

n

˙

Ď Uk.
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Sei 0 “ j0 ď j1 ď . . . ď jl “ n mit ji P p0, . . . , nq, sodass

w

ˆ

ji
n

˙

P V und w

ˆ„

ji
n
,
ji`1

n

˙

P Uk.

d.h. die ji sind diejenigen Übergangspunkte, die in V liegen (Liegt einer der ji nicht in
V , so überspringen wir diesen in obiger Auswahl). Nach Theorem 16.10 ist w|” ji

n ,
ji`1
n

ı

relativ Endpunkten homotop zu einem Weg in V , hierzu wählen wir einen Weg in V ,
der Anfangs- und Endpunkt verbindet, und beide Wege liegen dann in einem Uk, also
einem einfach zusammenhängendem Raum.

Zusammensetzen der so erhaltenen Wege ji Ñ ji`1 in V liefert, dass w homotop ist
relativ Endpunkten zu einer Schleife in V ist. Nach Schritt 1 ist somit w homotop
relativ Endpunkten zur konstanten Schleife, denn V Ĺ Sn.

Mündliche Anmerkung 16.15. Der Beweis scheitert für S1, weil wir wir zwar
auch U1, U2 Ď S1 als einfach zusammenhängende Teile konstruieren können,
allerdings der Schnitt V “ U1XU2 nicht mehr zusammenhängend ist. Wir können
also in U1, U2 jeweils Teilstücke des Weges zusammenziehen, diese aber nicht nach
V bringen, weswegen uns das nichts nützt.

Bemerkung* 16.16. Es gibt tatsächlich Wege w : r0, 1s Ñ Sn, die als Bild
die gesamte Sphäre haben. Im ersten Moment erscheint das unintuitiv, weil das
von den Dimensionen nicht passt, allerdings gibt es sogenannte Raumfüllende
Kurven. Siehe hierzu auch https://en.wikipedia.org/wiki/Space-filling curve.

Haben wir nun z.B. einen surjektiven Weg w : r0, 1s Ñ Rn, so können wir diesen
auch nach Sn surjektiv abbilden, indem wir

I
w
ÝÑ Rn � Dn p

ÝÑ Dn

tBDnu – Sn.

verknüpfen. Hierbei genügt eine beliebige stetige surjektive Projektion Rn Ñ Dn,
z.B.

x ÞÑ

#

x x P Dn

x
‖x‖ x R Dn

.

17 Überlagerungen Teil 2

Definition 17.1. Ein Raum X heißt lokal wegzusammenhängend, falls für
jeden Punkt x P X und jede Umgebung U von x eine Umgebung V Ď U existiert,
die wegzusammenhängend ist.

Warnung. Es gibt wegzusammenhängende Räume, die nicht lokal wegzusam-
menhängend sind.

17 ÜBERLAGERUNGEN TEIL 2 131

https://en.wikipedia.org/wiki/Space-filling_curve


Vorlesung 16: Die Fundamentalgruppe von S1

Hierzu betrachte wieder die Sinuskurve des Topologen, füge aber einen weiteren
Weg ein, der die beiden Wegzusammenhangskomponenten verbindet, also in etwa
so:

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

-1

1

Wir wissen bereits, dass die ursprünglich Kurve 2 Wegzusammenhangskompo-
nenten besitzt, da wir diese allerdings verbinden, erhalten wir nun nur noch eine.
Betrachten wir aber vom Punkt p0, 0q eine Umgebung mit z.B. Radius 1

2 , so gibt
es keine in U

`

p0, 0q, 1
2

˘

enthaltene wegzusammenhängende Umgebung:

Jede solche Umgebung enthält Punkte beider ursprünglicher Zusammenhangs-
komponenten der Sinuskurve, alleridngs kann keine solche Umgebung einen Weg
zwischen zwei Punkten dieser Zusammenhangskomponenten enthalten - denn
jeder solche muss zwingend außerhalb der ursprünglichen Sinuskurve verlaufen
(also den neuen Pfad benutzen), dieser liegt aber nicht gänzlich in der Umgebung
Upp0, 0q, 1

2 q.

Beispiel 17.3. Das ganze gilt natürlich erst recht nicht in die andere Richtung,
es ist z.B. S0 “ t´1, 1u lokal wegzusammenhängend, aber sicherlich nicht weg-
zusammenhängend.

Satz 17.4. Sei X lokal wegzusammenhängend. Dann sind alle Wegekomponen-
ten offen in X.

Korollar 17.5. Sei X lokal wegzusammenhängend. Dann ist X die disjunkte
Vereinigung seiner Wegekomponenten (topologische gesehen, nicht nur als Men-
gen).

Beweis*. Seien Ci die Wegzusammenhangskomponenten von X. Nach universeller
Eigenschaft induzieren die Inklusionen Ci Ď X eine Abbildung f :

š

Ci Ñ X, die
auch offensichtlich bijektiv ist. Wir prüfen die Stetigkeit von f´1 auf der kanonischen
Subbasis von

š

Ci, d.h. für die Elemente der Form

Uj ˆ
ź

iPI
i‰j

Ci Ď
ž

Ci.

Das entsprechende Urbild unter f´1, d.h. das Bild unter f , ergibt sich als

Uj Y
ď

iPI
i‰j

Cj .
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Es sind nun aber die Ci nach Theorem 17.4 offen, und da Uj Ď Cj Ď X jeweils offen
sind, ist auch Uj Ď X offen.

Dieser Beweis funktioniert natürlich für eine beliebige Partition eines beliebigen Raum-
es in offene Mengen.

Beweis von Theorem 17.4. Sei C Ď X eine Wegkomponente von X, und x P C. Da
X lokal wegzusammenhängend ist, hat x eine wegzusammenhängende Umgebung V .
Dann folgt V Ď C, weil C die größte wegzusammenhängende Umgebung von x ist,
also enthält C eine Umgebung von x, d.h. C ist Umgebung aller inneren Punkte, und
somit ist C offen in X.

Satz 17.6. Sei p : E Ñ X eine Überlagerung und X lokal wegzusammenhägend
sowie wegzusammenhängend.

1) Dann ist E lokal wegzusammenhängend.

2) Sei C Ď E eine Wegekomponenten. Dann ist auch

p|C : C Ñ X.

eine Überlagerung.

Mündliche Anmerkung 17.7. Wir können die Implikation 1q nicht durch
Wegzusammenhang von E ersetzen, dazu betrachte als Gegenbeispiel eine tri-
viale Überlagerung S1 ˆ F Ñ S1 für F ‰ t‹u.

Beweis. 1) Sei e P E und e P U eine Umgebung. Sei U 1 Ď E offen, e P U 1, so dass

p|U 1 : U
1 Ñ ppU 1q.

ein Homöomorphismus ist und ppU 1q Ď X offen (das existiert, weil p ein lokaler
Homöomorphismus ist). Sei U2 :“ U X U 1. Dann ist ppU2q eine Umgebung
von ppeq P X. Da X lokal wegzusammenhängend existiert eine Umgebung V 1

von ppeq mit V 1 Ď ppU2q, und da p|U 1 ein lokaler Homöomorphismus, ist V :“
p´1pV 1q eine wegzusammenhängende Umgebung von e.

2) E ist nach 1) lokal wegzusammenhängend. Dann ist aber bereits C Ď E offen
nach Theorem 17.4.

Sei x P X beliebig, da p : E Ñ X eine Überlagerung ist, existiert eine Umgebung
U von x, über der p trivial ist. Da X lokal wegzusammenhängend finden wir
eine Umgebung V Ď U von x, sodass V wegzusammenhängend. Es kommutiert
dann auch

p´1pV q V ˆ p´1pxq

V

u

weil das Ganze schon über U galt. Da V wegzusammenhängend und C eine
Wegekomponente ist, liegt u´1pV ˆ teuq für jedes e P p´1pxq entweder ganz in

17 ÜBERLAGERUNGEN TEIL 2 133



Vorlesung 16: Die Fundamentalgruppe von S1

e

U

E

X

U 1

p|U 1

ppU 1q

U2

ppeq

ppU2q
V 1

V

C

x

U

V

prV

u

–

p´1pV q

V ˆ p´1pxq

p

ppcq

x

w

c
w̃

Abbildung 33: Beweisskizze zu Theorem 17.6

C oder ganz in EzC. Also ist

p|´1
C pV q “

ď

ePp´1pxqXC

u´1pV ˆ teuq “ u´1pV ˆ p|´1
C pxqq.

und somit ergibt sich das Diagramm:

p |´1
C pV q V ˆ p|´1

C pxq

V

u
–

Es bleibt noch zu zeigen, dass p|C auch tatsächlich surjektiv ist. Es ist C ‰ H,
weil es sich um eine Wegekomponente handelt. Sei c P C und x P X, wir wollen
ein Urbild von x finden. Sei w ein Weg von ppcq nach x, dieser existiert, weil X
wegzusammenhängend ist. Sei w̃ : I Ñ E ein Lift von w mit Anfangspunkt c.
Dann ist w̃ptq P C für alle t, weil C eine Wegekomponente ist, und somit

p|Cpw̃p1qq “ x.
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und somit ist p|C surjektiv.

Satz 17.8 (Allgemeiner Liftungssatz). Sei p : E Ñ X eine Überlagerung, x0 P X,
e0 P p

´1px0q. Sei Y wegzusammenhängend und lokal wegzusammenhängend. Sei
y0 P Y und f : pY, y0q Ñ pX,x0q eine punktierte Abbildung.

Dann sind äquivalent:

1) Es gibt eine Hebung f̃ : Y Ñ E mit f̃py0q “ e0

2) Es ist f˚pπ1pY, y0qq Ď p˚pπ1pE, e0qq

Ist eine der Bedingungen erfüllt, so ist f̃ eindeutig.

Beweis. ’1) ùñ 2)’ Sei f̃ : pY, y0q Ñ pE, e0q eine Hebung, also p ˝ f̃ “ f . Wegen
Funktorialität von π1 ergibt sich dann

f˚ “ pp ˝ f̃q˚ “ p˚ ˝ f̃˚ : π1pY, y0q Ñ π1pX,x0q.

Also ist
f˚pπ1pY, y0qq “ pp˚ ˝ f̃˚qpπ1pY, y0qq Ď p˚pπ1pE, e0qq.

Vorlesung 17
Di 22 Jun 2021

Lemma 17.9. Betrachte die gleiche Situation wie im vorherigem Satz. Seien w,
w1 zwei Wege in Y mit Anfangspunkt y0 und gleichem Endpunkt. Dann ist

Lpf ˝ w, e0qp1q “ Lpf ˝ w1, e0qp1q.

Beweis. Die Verknüpfung w ‹ w1 ist eine Schleife an y0. Dann ist f ˝ pw ‹ w1q eine
Schleife an x0 und

rf ˝ pw ‹ w1qs P f˚pπ1pY, y0qq Ď p˚pπ1pE, e0qq.

Sei w̃ eine Schleife in E an e0, so dass p˝w̃ homotop ist zu f ˝pw‹w1q “ pf ˝wq‹pf ˝w1q
relativ Endpunkten.

Also ist auch relativ Endpunkten:

pp ˝ w̃q ‹ pf ˝ w1q » pf ˝ wq ‹ pf ˝ w1q ‹ pf ˝ w1q » f ˝ w.

Nun ist
pp ˝ w̃q ‹ pf ˝ w1q “ p ˝ pw̃ ‹ Lpf ‹ w1, e0qq.

und
f ˝ w » p ˝ Lpf ˝ w, e0q.

Nach dem Homotopieliftungssatz ist somit w̃ ‹ Lpf ˝ w1, e0q homotop (in E) zu
Lpf ˝ w, e0q relativ Endpunkten. Insbesondere haben die beiden Wege den gleichen
Endpunkt. Also

Lpf ˝ w, e0qp1q “ w̃ ‹ Lpf ˝ w1, e0qp1q “ Lpf ˝ w1, e0q.
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Fortsetzung des Beweises von Theorem 17.8. Nun konstruieren wir uns die Hebung
von Y nach E. Definiere f̃ punktweise, indem wir für y P Y einen Weg w von y0 nach
y wählen (denn Y ist nach Voraussetzung wegzusammenhängend), und dann

f̃pyq :“ Lpf ˝ w, e0qp1q.

setzen. Als erstes müssen wir prüfen, dass diese Definition wohldefiniert ist, d.h. f̃pyq
ist unabhängig von der Wahl von y. Das haben wir aber gerade genau in Lemma 17.9
gesehen.

Wir prüfen, dass f̃ eine Hebung ist, dazu ist

ppf̃pyqq “ ppLpf ˝ w, e0qp1qq

“ ppLpf ˝ w, e0qqp1q

“ pf ˝ wqp1q

“ fpwp1qq “ fpyq

Es bleibt zu zeigen, dass f̃ stetig ist.

Behauptung 20. Für jedes y P Y und jede Umgebung V von f̃pyq existiert eine
Umgebung W von y mit f̃pW q Ď V , d.h. f̃ ist stetig.

Unterbeweis. Sei U Ď X eine offene Teilmenge von X, die fpyq enthält, und über
der p trivial ist. Sei u : p´1pUq Ñ U ˆ p´1pfpyqq ein Homöomorphismus über p,

und setze dann V 1 :“ V X u´1pU ˆ
!

f̃pyq
)

q. Es ist dann p|V 1 : V
1 Ñ ppV 1q eine

Homöomorphismus mit ppV 1q, einer Umgebung von fpyq.

Jetzt erhalten wir mit f´1pppV 1qq eine Umgebung von y. Da Y lokal wegzusam-
menhängend ist, finden wir eine wegzusammenhängende Umgebung W Ď f´1pppV 1qq.
Esverbleibt zu zeigen: �

Behauptung 21. f̃pW q Ď V 1, also insbesondere f̃py1q P V 1.

Unterbeweis. Sei y1 P W und w ein Weg von y0 nach y in Y und w1 ein Weg von y
nach y1 in W . Dann ist w ‹ w1 ein Weg von y0 nach y1. Es ist

f̃py1q “ Lpf ˝ pw ‹ w1q, e0qp1q

“ Lpf ˝ w, e0q ‹ Lpf ˝ w
1, Lpf ˝ w, e0qp1q
loooooooomoooooooon

“f̃pyq

qp1q

Sehen wir uns den Weg Lpf ˝ w1, f̃pyqq genauer ein, so wissen wir - weil p|V 1 ein
Homöomorphismus ist - , dass

Lpf ˝ w1, f̃pyqq “ p|´1
V 1 ˝ f ˝ w

1.

und hat somit Bild in V 1. Insbesondere liegt auch der Endpunkte disees Weges, also
f̃py1q, in V 1. �
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Es bleibt, die Eindeutigkeit von f̃ zu zeigen. Ist g eine weitere Hebung von f , so ist
g|W eine Hebung von f ˝ w, also ist zwingendermaßen

gpyq “ gpwp1qq “ Lpf ˝ w, e0qp1q “ f̃pyq.

nach Eindeutigkeit der Weghebung, also f̃ “ g punktweise, und somit überall.

I Y X

p

w

g

f

.

Satz 17.10. Sei n ě 2. Dann ist jede stetige Abbildung f : Sn Ñ S1 homotop
zu einer konstanten Abbildung.

Beweis. Da n ě 2 ist, ist π1pS
n, x0q “ t‹u trivial, also insbesonder eine Untergruppe

von exp˚pπ1pR, 0qq, also existiert nach dem Allgemeiner Liftungssatz ein Lift f̃ : Sn Ñ
R, sodass also kommutiert:

R

Sn S1

exp
f̃

f

.

Da R zusammenziehbar (d.h. homotopieäquivalent zu ‹, ist f̃ nullhomotop (d.h. ho-
motop zu einer konstanten Abbildung).

Sei H eine Nullhomotopie, dann ist exp ˝H eine Nullhomotopie von f .

Beispiel 17.11 (’Gegenbeispiel’ zum Allgemeiner Liftungssatz). Die Forderung,
dass Y lokal wegzusammenhängend ist, ist erforderlich. Wir betrachten hierzu
wieder die Sinuskurive des Topologen, deren Wegzusammenhangskomponenten
wir verbunden haben, und betrachten analog zur Überlagerung exp: R Ñ S1

eine, indem wir jedes Intervall ra, a ` 1s von R durch die Sinuskurve, und den
Kreis durch vorherigen Raum ersetzen.

Setzen wir also X “ Y und f “ id, so gibt es keinen Lift, wir können diesen
zwar mengentheoretisch konstruieren, allerdings wird dieser nicht stetig sein.
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Definition 17.12 (Charakteristische Untergruppe). Sei p : E Ñ X eine Überlagerung
und sei x0 P X, e0 P p

´1px0q. Dann heißt p˚pπ1pE, e0qq Ď π1pX,x0q die charak-
teristische Untergruppe.

Mündliche Anmerkung 17.13. Wir haben im Allgemeiner Liftungssatz be-
reits gesehen, dass diese Gruppe sehr wichtig ist.

Satz 17.14. Sei X wegzusammenhängend und lokal wegzusammenhängend und
betrachte zwei Überlagerungen p : E Ñ X, p1 : E1 Ñ X, sodass E,E1 zusam-
menhängend. Sei x0 P X mit Urbildern e0 P p

´1px0q, e
1
0 P p

1´1px0q. Dann sind
äquivalent:

1) Es existiert ein Homöomorphismus der Überlegerungen, d.h. ein f : E Ñ E1

mit fpe0q “ e10, sodass folgendes kommutiert:

E E1

X

f

–

p p1

2) Die charakterischen Untergruppen stimmen überein, d.h.

p˚pπ1pE, e0qq “ p1˚pπ1pE
1, e10qq.

Warnung. Die Bedingung 2) erfordert wirklich, dass p˚pπ1pE, e0qq, p
1
˚pπ1pE

1, e10qq
als Untergruppen von π1pX,x0q gleich sind, nicht nur isomorph.

Vergleiche hierzu auch Beispiel 17.20.

Mündliche Anmerkung 17.15. Man könnte auch sagen, dass 1) ùñ 2) Teil
des allgemeinen Hebungssatzes ist, aber wir machen das trotzdem nochmal.

Beweis von Theorem 17.14. Es ist

p˚pπ1pE, e0qq “ pp
1
˚ ˝ f˚qpπ1pE, e0qq Ď p1˚pπ1pE

1, e10qq.

Analoges gilt mit f´1, d.h. p1˚pπ1pE
1, e10qq Ď p˚pπ1pE, e0qq und offensichtlich sind die

Abbildungen invers zueinander.

Für die andere Richtung beobachten wir zunächst, dass E ebenfalls lokal wegzusam-
menhängend ist (nach Theorem 17.6).

Nach dem Allgemeiner Liftungssatz finden wir also eine Abbildunge f : E Ñ E1 mit
fpe0q “ e10q und p1 ˝ f “ p. Analog existiert ein g : E1 Ñ E mit gpe10q “ e0 und
p ˝ g “ p1. Es ist aber

p ˝ pg ˝ fq “ pp ˝ gq ˝ f “ p1 ˝ f “ p.
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X

E E1

x0

e0 e10

p p1

Abbildung 34: Skizze zu Theorem 17.14

und f ˝fpe0q “ gpe10q “ e0, also folgt aus der Eindeutigkeit der Hebung, dass g˝f “ id.
Da idE aber auch eine Hebung von p : E Ñ X ist, folgt bereits g˝f “ idE , und analog
f ˝ g “ idE1 . Also sind f, f 1 Homöomorphismen.

Satz 17.16. Sei p : E Ñ X eine Überlagerung mit x0 P X, e0, e
1
0 P p

´1px0q sowie
w : I Ñ E ein Weg von e0 nach e10. Dann ist

p˚pπ1pE, e0qq “ rp ˝ ws ‹ p˚pπ1pE, e
1
0qq ‹ rp ˝ ws.

Bemerkung* 17.17. Die Aussage des Satzes ist so zu verstehen, dass die bei-
den Gruppen p˚pπ1pE, e0qq und p˚pπ1pE, e

1
0qq als Untergruppen von π1pX,x0q

zueinander konjugiert sind mittels des Isomorphismus

ϕ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p˚pπ1pE, e0qq ÝÑ p˚pπ1pE, e
1
0qq

rvs ÞÝÑ rp ˝ ws ‹ rvs ‹ rp ˝ ws

Insbesondere sind sie also isomorph.

Korollar 17.18. Ist p : E Ñ X eine Überlagerung mit E wegzusammenhängend,
so hängt p˚pπ1pE, e0qq nur bis auf Konjugation von der Wahl von e0 ab.

Beweis vom Satz. Wir wissen, dass die Abbildung

π1pE, e
1
0q ÝÑ π1pE, e0q

rvs ÞÝÑ rw ‹ v ‹ ws

ein Isomorphismus ist. Im Wesentlichen wenden wir nun einfach π1 (bzw. p˚) auf
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diesen an, hierzu ist:

p˚rw ‹ v ‹ ws “ rp ˝ pw ‹ v ‹ wqs

“ rp p ˝ w
loomoon

Schleife
in x0

q ‹ pp ˝ vq ‹ p p ˝ w
loomoon

Schleife
in x0

qs

“ rp ˝ ws ‹ rp ˝ vs ‹ rp ˝ ws

beachte, dass nun die ‹ in der letzten Zeile die Verknüpfung in der Fundamentalgruppe
π1pX,x0q bezeichnet.

p˚pπ1pE, e0qq “ rp ˝ ws ‹ p˚pπ1pE, e
1
0qq ‹ rp ˝ ws.

Satz 17.19. Sei p : E Ñ X eine Überlagerung, x0 P X, e0 P p
´1pXq. Dann ist

die Abbildung
p˚ : π1pE, e0q Ñ π1pX,x0q.

injektiv.

Beweis. Für Injektivität genügt es (nach bekannter Gruppentheorie) zu zeigen, dass
der Kern trivial ist.

Sei rws P π1pE, e0q. Angenommen, rp ˝ ws “ 1 :“ rcx0
s P π1pX,x0q. Sei H eine

Homotopie von p ˝ w nach cx0
. Es ist p ˝ ce0 “ cx0

, also ce0 ein Lift von cx0
mit

gleichem Anfangspunkt wie w.

Nach dem Homotopieliftungssatz gibt es eine Homotopie von w nach ce0 relativ End-
punkten, diese Homotopie zeigt uns also genau, dass

rws “ rce0s “ 1 P π1pE, e0q.

und somit ist ker p˚ trivial.

Beispiel 17.20 (Zusammenhängende Überlagerungen der S1). Wir wollen die
zusammenhängenden Überlagerungen der S1 bestimmen, hierzu machen wir uns
zu Nutze, dass S1 wegzusammenhängend und lokal wegzusammenhängend ist,
sodass wir Theorem 17.14 anwenden können.

Wir erhalten also, dass zwei solche Überlagerungen E Ñ S1 genau dann homöomorph
(über S1) sind, wenn die zugehörigen charakteristischen Untergruppen (an Punk-
ten aus der Faser von 1 P S1) identisch sind. Diese sind aber stets Untergruppen
von π1pS

1, 1q “ Z, also klassifizieren wir diese:

Die Untergruppen von Z sind genau t0u (die triviale Gruppe) sowie die Gruppen
nZ für n ě 1. Wir erhalten in der Tat

� Für t0u die Überlagerung exp: R Ñ S1, hier hat R die charakteristische
Untergruppe p˚pπ1pR, 0qq “ t0u.
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� Für nZ die Überlagerung

pqk :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S1 ÝÑ S1

z ÞÝÑ zk

Diese induziert den Gruppenhomomorphismus

π1pS
1, 1q “ Z ÝÑ π1pS

1, 1q “ Z
1 ÞÝÑ n

und hat somit charakteristische Untergruppe nZ Ď Z.

Man beachte, dass all diese charakteristischen Untergruppen für verschie-
dene n zueinander isomorph sind, nicht jedoch gleich, weswegen uns Theo-
rem 17.14 auch nicht sagt, dass sie homöomorph sind.

Als Beispiel fällt einem noch die Überlagerung

pq´k :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S1 ÝÑ S1

z ÞÝÑ z´k

ein, die Z Ñ Z mit 1 ÞÑ ´n induziert, also keinen der vorherigen Morphismen.
Die charakteristische Fundamentalgruppe ist aber ebenfalls nZ, also muss diese
Überlagerung nach Theorem 17.14 homöomorph zu pqk sein. In der Tat ist auch

S1 ÝÑ S1

z ÞÝÑ z

ein solcher Homöomorphismus S1 –
ÝÑ S1 der Überlagerungen, denn es kommu-

tiert:

S1 S1

S1

z ÞÑz
–

z ÞÑzk z ÞÑz´n
.

18 Die universelle Überlagerung

Im Folgenden Kapitel widmen wir uns dem Ziel für ’schöne’ Räume ein universelle
Überlagerung, d.h. eine mit E einfach zusammenhängend, zu konstruieren, um die
Anwendung von Theorem 16.4 zu ermöglichen.

Definition 18.1 (Semilokal einfachzusammenhängend). Ein Raum X heißt se-
milokal einfachzusammenhängend, wenn X lokal wegzusammenhängend ist
und es für jeden Punkt x P X eine wegzusammenhängende Umgebung U von x
gibt, so dass die Abbildung

ι˚ : π1pU, xq Ñ π1pX,xq.

trivial ist, wobei ι : U Ñ X die kanonische Einbettung ist.

18 DIE UNIVERSELLE ÜBERLAGERUNG 141
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Bemerkung 18.2. Es genügt für die Definition, π1pU, xq “ 0 oder π1pX,xq “ 0
zu haben, aber das ist nicht gefordert.

Beispiel 18.3. Intuitiv schließt obige Definition aus, dass es an x immer kleinere
Schleifen gibt. Ist das nämlich nicht der Fall, so gibt es in einer Umgebung keine,
weswegen obige Abbildung trivial ist. Zwar könnte es in der Umgebung Schleifen
in U geben, die nicht trivial sind, diese sind aber in X nullhomotop.

Der Hawaiianische Ohrring ist ein typisches Beispiel für einen nicht semilokal
einfachzusammenhängenden Raum, weil er genau obige Intuition verletzt.

Abbildung 35: Hawaiianischer Ohrring

Definition 18.4 (Universelle Überlagerung). Sei X wegzusammenhängend und
lokal wegzusammenhängend. Eine Überlagerung p : E Ñ X heißt universell,
falls E einfachzusammenhängend ist.

Beispiel 18.5. Die Überlagerung R exp
ÝÑ S1 ist eine universelle Überlagerung,

denn R ist einfach zusammenhängend.

Satz 18.6. Sei X lokal wegzusammenhängend und zusammenhängend. Dann
sind äquivalent:

1) X ist semilokal einfachzusammenhängend.

2) X hat eine universelle Überlagerung

3) Für jeden Basispunkt x0 P X und jede Untergruppe H Ď π1pX,x0q

existiert eine wegzusammenhängende Überlagerung p : E Ñ X mit e0 P

p´1px0q, so dass p˚pπ1pE, e0qq “ H.

Beweis. ’3q ùñ 2q’ ist einfach ein Spezialfall, indem wir H “ t0u als die triviale
Untergruppe wählen, denn dann ist p˚pπ1pE, e0qq “ t0u, und wir wissen bereits nach
Theorem 16.4 dass p˚ injektiv ist, also ist bereits π1pE, e0q “ t0u, und somit ist E
einfach zusammenhängend.
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’2q ùñ 1q’: Sei p : E Ñ X eine universelle Überlagerung, d.h. E ist einfach zusam-
menhängend.

Sei x P X und wähle e P p´1pxq sowie eine offene Umgebung V von e, sodass
p|V : V Ñ ppV q ein Homöomorphismus ist und ppV q Ď X offen. Wähle eine weg-
zusammenhängende Umgebung von x. Die Inklusion U Ñ X faktorisiert nun als

U Ñ ppV q
p|´1
V
ÝÑ V Ñ E

p
ÝÑ X.

Also erhalten wir mit π1, dass auch

π1pU, xq π1pE, eq
looomooon

“0

π1pX,xq

ι˚

p˚
.

kommutiert, was sicherlich die triviale Abbildung ist, da wir über die triviale Gruppe
faktorisieren. Vorlesung 18

Do 24 Jun 2021

Um die verbleibende Richtung 1q ùñ 3q zeigen zu können, müssen wir uns im
Folgenden recht viel erarbeiten. In allen nachfolgenden Sätzen des Kapitels gehen wir
davon aus, dass wir uns in der Situation von Theorem 18.6 befinden, und dass im
Laufe des Kapitels eingeführte Konstruktionen vorhanden sind.

Definition 18.7. Sei H Ď π1pX,x0q eine Untergruppe. Zwei Wege w,w1 in X
mit wp0q “ w1p0q “ x0 heißen H-äquivalent, falls wp1q “ w1p1q und rw ‹ w1s P
H.

Mündliche Anmerkung 18.8. Das ist keine gängige Notation, und dient ein-
fach nur, den Beweis besser aufschreiben zu können.

Lemma 18.9. Dies definiert eine Äquivalenzrelation auf

tw : I Ñ X | wp0q “ x0u .

Notation 18.10. Wir notieren rwsH für die korrespondierenden Äquivalenzklassen.

Beweis von Lemma 18.9. Reflexivität Klar, denn für w beliebig ist rw‹ws “ rcx0
s P

H das neutrale Element.

Symmetrie Ist v »H w, also rw ‹ vs P H, so ist

rv ‹ ws “ rw ‹ vs “ rw ‹ vs´1 P H.

weil H unter Inversen abgeschlossen ist.
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Transitivität Ist w »H w1 und w1 » Hw2, so ergibt sich

rw ‹ w2s “ rw ‹ w1
loomoon

PH

‹w1 ‹ w2
loomoon

PH

s.

aber H ist unter Komposition abgeschlossen.

Nun können wir unseren Überlagerungsraum - als Menge - bereits durch

EpHq :“ tw : I Ñ X | wp0q “ x0u
H-Äquivalenz.

definieren, zusammen mit der Projektion

p :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

EpHq ÝÑ X
rwsH ÞÝÑ wp1q

Bemerkung* 18.11. Man beachte, dass die Projektion wohldefiniert ist, weil
nach Definition 18.7 zwei H-äquivalente Wege insbesondere den gleichen End-
punkt besitzen.

Beispiel 18.12. Ist H “ t‹u trivial, so sind w und w1 H-äquivalent genau dann,
wenn wp1q “ w1p1q und w » w1 relativ Endpunkten.

Ist H “ π1pX,x0q, so sind w und w1 H-äquivalent genau dann, wenn wp1q “
w1p1q.

Unser nächstes Ziel ist es, den (zukünftigen) Überlagerungsraum EpHq mit einer
Topologie zu versehen. Dazu bedarf es einiger Vorbereitungen über die Topologie auf
X selbst.

Lemma 18.13. Sei X semilokal einfachzusammenhängend, dann ist

B :“ tU Ď X offen | U ist wegzusammenhängend, π1pUq Ñ π1pXq ist trivialu .

eine Basis der Topologie auf X.

Beweis. Sei V Ď X offen, x P V . Es ist zu zeigen, dass es ein U P B mit x P U Ď V
gibt.

Weil X semilokal einfachzusammenhängend ist, gibt es eine Umgebung U 1 von x
mit U 1 wegzusammenhängend und π1pU

1, xq Ñ π1pX,xq trivial sowie U 1 Ď V . Da
U 1 Umgebung ist, existiert ein U2 Ď X offen mit x P U2 Ď U 1, und weil X lokal
wegzusammenhängend und U2 offen ist auch U2 lokal wegzusammenhängend. Die
Wegekomponenten von U2 sind nun offen in U2 (nach Theorem 17.4) und damit auch
in X.
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Sei U die Wegekomponente von U2, die x enthält. Dann ist U Ď X offen, wegzusam-
menhängend, x P U , U Ď U2 Ď U 1 Ď V , und

π1pU, xq Ñ π1pU
1, xq

g ÞÑ0
ÝÑ π1pX,xq.

ist somit auch die triviale Abbildung. Also ist U ein Basiselement mit x P U Ď V .

Wir wollen unsere Überlagerung letztendlich so bauen, dass p auf den ebigen Basisele-
menten der Topologie auf X trivial ist. Wir benötigen also für ein solches Basiselement
U P B mit x P U eine offene Umgebung um jedes Urbild in p´1pxq, das homöomorph
ist zu U , dann liegt folgende Definition nahe:

Lemma und Definition 18.14. Sei U P B ein Basiselement, und sei w : I Ñ X
ein Weg mit wp1q P U (d.h. insbesondere pprwsHq P U), so definiere

BprwsH , Uq “ trvsH P EpHq | v “ w ‹ u, u : I Ñ Uu .

Beweis der Wohldefiniertheit. Die Definition hängt nur von rwsH ab, nicht von der
Wahl des Vetreters. Ist nämlich w »H w1, so auch w ‹ u »H w1 ‹ u wegen

w ‹ u ‹ u ‹ w1 » w ‹ w1 ùñ rpw ‹ uq ‹ w1 ‹ us “ rw ‹ w1s P H.

Bemerkung* 18.15. Intuitiv haben wir also für jedes U und ein Urbild unter
p eines Punktes aus U , d.h. für rwsH , die Menge der Wege definiert, die ’nicht
weit Weg von w’ sind, d.h. die sich nur um einen Weg in U unterscheiden.

Das nächste Lemma zeigt, dass sich die so definierte Umgebung nicht ändert,
wenn wir w nur ’ein bisschen’, d.h. mit einem Weg in U , ändern:

Lemma 18.16. Sei rvsH P BprwsH , Uq. Dann ist

BprvsH , Uq “ BprwsH , Uq.

Beweis. ’Ě’. Wir können für rvs einen Repräsentanten der Form w ‹ u für u : I Ñ U
wählen, durch ersetzen von v durch diesen Repräsentanten ändert sich die Aussage
nicht, also sei OBdA v “ w ‹ u für ein u : I Ñ U .

Sei rṽsH P BprwsH , Uq mit ṽ “ w ‹ ũ mit ũ : I Ñ U beliebig.

Dann ist
ṽ “ w ‹ ũ » w ‹ u ‹ u ‹ ũ “ v ‹ p u ‹ ũ

loomoon

Weg in U

q.

Also rṽsH “ rv ‹ pu ‹ ũqsH P BprvsH , Uq.

Insbesondere ist somit rwsH P BprvsH , Uq. Die Inklusion ’Ď’ folgt also analog.
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Proposition und Definition 18.17. Die Mengen BprwsH , Uq definieren eine
Basis einer Topologie auf EpHq.

Beweis. Nach Theorem 6.7 müssen wir nur zeigen, dass der Schnitt zweier solcher
Mengen wieder Vereinigung solcher ist, bzw. dass wir um jeden Punkt im Schnitt eine
solche Umgebung im Schnitt finden.

Seien also BprwsH , Uq und Bprw1sH , U
1q zwei solche offenen Mengen, und wähle

rvsH P BprwsH , Uq X Bprw1sH , U 1q

beliebig. Nach Lemma 18.16 sind also die entsprechenden Mengen gleich:

BprwsH , Uq “ BprvsH , Uq, Bprw1sH , U 1q “ BprvsH , U 1q.

Sei U2 Ď U X U 1, U2 P B mit vp1q P U2. Dann ist

BprvsH , U2q Ď BprvsH , Uq X BprvsH , U 1q
“ BprwsH , Uq X Bprw1sH , U 1q

Die Inklusion ergibt sich dabei unmittelbar aus Lemma und Definition 18.14, weil
U2 Ď U,U 1. Offensichtlich ist auch rvsH noch in dieser Umgebung enthalten.

Wir statten EpHq nun mit dieser Topologie aus.

Korollar 18.18. Mit dieser Topologie ist die Abbildung p : EpHq Ñ X stetig.

Beweis. Wir prüfen die Stetigkeit auf der Basis B.

Es ist zu zeigen, dass für U P B auch p´1pUq Ď EpHq offen ist. Es ist

p´1pUq “ trwsH P EpHq | wp1q P Uu “
ď

rwsH ,wp1qPU

BprwsH , Uq.

Lemma 18.19. Sei U P B und w : I Ñ X mit wp1q P U , also rwsH P EpHq.

p|BprwsH ,Uq : BprwsH , Uq Ñ U.

ein Homöomorphismus.

Beweis. Surjektivität . Sei x P U . Weil U wegzusammenhängend gibt es einen Weg
u : I Ñ U mit up0q “ wp1q und up1q “ x. Dann ist rw ‹ usH P BprwsH , Uq und
pprw ‹ usHq “ pw ‹ uqp1q “ up1q “ x.

Injektivität Seien rvsH , rṽsH P BprwsH , Uq mit gleichem Bild unter p, d.h. vp1q “
ṽp1q.

Wir können annehmen, dass v “ w ‹ u und ṽ “ w ‹ ũ. Dann ist

rv ‹ ṽs “ rw ‹ u ‹ ũ
loomoon

Schleife in U

‹ws.

18 DIE UNIVERSELLE ÜBERLAGERUNG 146
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Weil π1pUq Ñ π1pXq trivial, ist diese Schleife in U also in X nullhomotop, und
somit

rv ‹ ṽs “ rw ‹ ws “ rcx0
s.

also rv ‹ ṽs “ 0 P H, also wie gewünscht rvsH “ rṽsH .

Insbesondere ist p offen, da Basiselemente auf Basiselemente gehen (und Abbildungen
mit Vereinigungen vertauschen). Da p auch stetig ist und BprwsH , Uq offen, ist auch

p|BprwsH ,Uq.

offen und stetig, und somit ein Homöomorphismus.

Proposition 18.20. p ist eine Überlagerung.

Beweis. Sei x P X, wähle ein Basiselement U P B mit x P U .

Behauptung 22. Es ist

p´1pUq “
ğ

rwsHPp´1pxq

BprwsH , Uq.

Unterbeweis. Die Richtung ’Ě’ ist klar.

Für ’ Ď’ sei rvsH P p
´1pUq beliebig. Nach Lemma 18.19 ist p|BprvsH ,Uq : BprvsH , Uq Ñ

U ein Homöomorphismus, also insbesondere surjektiv und wir finden rwsH P BprvsH , Uq
mit pprwsHq “ x.

Nach Lemma 18.16 ist nun BprvsH , Uq “ BprwsH , Uq, also

rvsH P BprwsH , Uq.

Die Vereinigung ist auch disjunkt: Angenommen, rvsH P BprwsH , UqXBprw1sH , Uqmit
rwsH , rw

1sH P p
´1pxq, d.h. wp1q “ w1p1q “ x. Dann erhalten wir nach Lemma 18.16,

dass
BprwsH , Uq “ BprvsH , Uq “ Bprw1sH , Uq

und nach Lemma 18.19 ist p|Bprw1sH ,Uq injektiv, also rwsH “ rw
1sH , denn beide werden

auf wp1q “ w1p1q “ x abgebildet. �

Also können wir unseren gewünschten Homöomorphismus durch

ϕ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p´1pUq “
Ů

rwsHPp
´1pxq

BprwsH , Uq ÝÑ U ˆ p´1pxq

rvsH P BprwsH , Uq ÞÝÑ ppprvsHq, rwsHq

definieren. Dass es sich um einen Homöomorphismus handelt, ergibt sich unmittelbar
aus Lemma 18.19. Zudem ist ϕ klarerweise eine Abbildung über U , und die Phaser
p´1pxq kann mit der diskreten Topologie versehen werden, weil auf der linken Seite
alle Vereinigungsmengen offen sind und jede dieser genau zu einem Punkt der Faser
korrespondiert.

Also ist p eine Überlagerung.
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Es bleibt final zu zeigen, dass unsere Überlagerung charakteristische Untergruppe H
hat. Dazu benötigen wir noch eine Vorbereitung über die Wege in EpHq.

Lemma 18.21. Sei w : I Ñ X ein Weg mit wp0q “ x0. Dann ist

w̃ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

I ÝÑ EpHq
t ÞÝÑ rwtsH

mit wtpsq “ wptsq eine Hebung von w mit Anfangspunkt e0 :“ rcx0
sH .

Bemerkung* 18.22. Der Weg wt ist einfach derjenige Weg, der nur das An-
fangsstück von w durchläuft, das man normalerweise im Intervall r0, ts zurücklegt.
Da EpHq aus Wegen besteht, ist ein Weg in EpHq demnach ein Weg von Wegen.

Was läge also näher, als einen Weg aus X im Zeitverlauf stückweise mehr ent-
langzulaufen, um ihn nach EpHq zu heben?

Beweis von Lemma 18.21. Stetigkeit von w̃: Wir überprüfen dies für Basiselemen-
te um Bildpunkte von w̃, d.h. es sei t P r0, 1s beliebig, wähle dann U P B mit
wptq P U .

Dann ist BprwtsH , Uq eine offene Umgebung von rwtsH . Es genügt zu zeigen,
dass w̃´1pBprwtsH , Uqq Ď I offen ist.

Da w stetig ist, ist w´1pUq Ď I offen, also gibt es 0 ď a ă t ă b ď 1 mit
wppa, bqq Ď U .

Behauptung 23. Es ist w̃ppa, bqq Ď BprwtsH , Uq.

Unterbeweis. Sei s P pa, bq. Falls s ě t ist, so ist ws » wt ‹ wt,s wobei wt,sprq “
wpt` ps´ tqrq und damit wt,spr0, 1sq “ wprt, ssq Ď wppa, bqq Ď U .

Also ist rwssH P BprwtsH , Uq. Analoges gilt für s ď t mit ws » wt ‹ ws,t. �

Also ist w̃ stetig. Nun ist

� w̃p0q “ rw0sH “ rcx0
sH “ e0.

� ppw̃ptqq “ wtp1q “ wptq

Also hebt w̃ den Weg w.

Fortsetzung des Beweises von Theorem 18.6. Es fehlt noch die Richtung 1q ùñ 3q.
Wir haben bereits gezeigt, dass p : EpHq Ñ X eine Überlagerung ist, es verbleibt
zu zeigen, dass sie wegzusammenhängend ist und charakteristische Untergruppe H
besitzt.

Wir definieren der Einfachheit halber e0 :“ rw0s P p
´1px0q Ď EpHq als kanonisches

Element aus der Faser von x0.
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1. Schritt: EpHq ist wegzusammenhängend. Sei rwsH P EpHq beliebig. Nach Lem-
ma 18.21 ist

w̃ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

I ÝÑ EpHq
t ÞÝÑ rwtsH

eine Hebung von w. Es ist w̃p0q “ rw0s “ rcx0
s “ e0, w̃p1q “ rw1sH “ rwsH , also ist

w̃ ein Weg von e0 nach rwsH , also ist EpHq wegzusammenhängend, denn wir können
von überall nach e0 laufen.

2. Schritt Es ist p˚pπ1pEpHq, e0qq “ H.

Nach dem Wegehebungssatz und dem Homotopiehebungssatz gilt:

@rws P π1pX,x0q : rws P p˚pπ1pEpHq, e0qq ðñ w̃ ist eine Schleife an e0.

w̃ ist gegeben durch w̃ptq “ rwtsH . Also ist w̃p1q “ rwsH . Es ist zudem rwsH “ rcx0s “

e0 genau dann wenn rws P H, d.h. w̃ ist eine Schleife an e0 genau dann, wenn rws P H.
Also folgt zusammen

p˚pπ1pEpHq, e0qq “ H.

wie gewünscht.

19 Decktransformationen

Lemma und Definition 19.1 (Decktransformation). Sei p : E Ñ X eine Überlagerung.
Eine Decktransformation von p ist ein Homöomorphismus

E E

X

f

–

p p

über X. Wir bezeichnen mit ∆ppq die Menge der Decktransformationen, und
diese bilden eine Gruppe.

Beweis. Sind f, g P ∆ppq ist pp ˝ gq ˝ f “ p ˝ f “ p, und somit g ˝ f P ∆ppq. Für
f P ∆ppq ist auch f´1 P ∆ppq. Vorlesung 19

Di 29 Jun 2021

Beispiel 19.2. 1) Betrachte wieder die Überlagerung exp: RÑ S1.

Behauptung. ∆pexpq “ tTn | n P Zu mit Tnpxq “ x` n.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass es sich überhaupt um Decktransforma-
tionen handelt. Offensichtlich sind das Automorphismen von R, wir müssen
noch zeigen, dass diese über S1 sind, es ist hierzu

exppTnpxqq “ exppx` nq “ exppxq.

Sei nun f P ∆pexpq eine beliebige Decktransformation. Dann ist fp0q P Z
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weil exp´1p1q P Z und f ein Morphismus über S1 ist. Betrachte nun

ϕ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

R ÝÑ R
x ÞÝÑ fpxq ´ px` fp0qq

Dann ist

exppfpxq´px`fp0qq “ exppfpxqq¨exppxq´1¨exppfp0qq´1 “ exppxq exppxq´1 “ 1.

Also ist ϕpRq P Z, also konstant weil Z die diskrete Topologie trägt. Mit
fp0q ´ p0` fp0qq “ 0 sehen wir ϕ ” 0.

fpxq “ x` fp0q ùñ f “ Tfp0q.

also haben wir tatsächlich alle solchen Überlagerungen gefunden.

2) Betrachte für n ě 2 die Überlagerung p : Sn Ñ RPn.

Behauptung. Dann ist ∆ppq “ tidSn , ιu, wobei ι die Antipodalabbildung
sein sollte.

Beweis. Es ist klar, dass die beiden vorgegebenen Abbildungen Decktrans-
formationen sind.

Ist f P ∆ppq, so ist bereits fpxq “ sgnpxq ¨ x, wobei

sgn: Sn Ñ t´1, 1u .

stetig ist. Die Abbildung sgn ist also konstant, und es folgt f “ idSn für
sgn ” 1, und f “ ι für sgn ” ´1.

Also ist ∆ppq – Z{2Z, denn es gibt nur eine Gruppe mit 2 Elementen.

Notation 19.3. Ist H eine Untergruppe von G, so schreiben wir H ď G, nicht
wie ansonsten üblich H Ď G.

Definition 19.4 (Normalisator). Sei H ď G eine Untergruppe. Der Normali-
sator von H in G ist definiert durch

NGH :“
 

g P G | gHg´1 “ H
(

.

Diest ist eine Untergruppe von G.

Bemerkung* 19.5. Der Begriff Normalisator kommt daher, dass es sich bei
NGH um die größte Untergruppe von G handelt, in der H noch normal ist. Ist
H ein Normalteiler von G, so ergibt sich NGH “ G. Außerdem erkennt man so,
dass auch H ď NGH.
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Bemerkung 19.6. Die Bedingung gHg´1 “ H sagt nicht notwendigerweise
aus, dass ghg´1 “ h für h P H, nur dass die beiden entstehenden Mengen gleich
sind.

Bemerkung 19.7. Per Definition ist H normal in NGH. Also ist H
NGH (die

Menge der Linksnebenklassen) wieder eine Gruppe mittels

pHgqpHg1q “ Hpgg1q.

Mündliche Anmerkung 19.8. Es gibt erstmal keinen Grund, warum wir die
Linksnebenklassen verwenden, für die Rechtsnebenklassen gilt Obiges auch. Wir
werden aber später im Zusammenhang mit Gruppentheorie sehen, dass es aus
Konsistenzgründen besser ist, jetzt schon mit Linksnebenklassen zu arbeiten,
damit wir später nicht zwischen den beiden Konzepten wechseln müssen.

Erinnerung Ist p : E Ñ X eine Überlagerung mit X zusammenhängend und lokal

wegzusammenhängend, x0 P X und e0 P p
´1px0q sowie H :“ p˚pπ1pE, e0qq die cha-

rakteristischen Untergruppe. Dann ist

ϕ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

E ÝÑ tWeg w in X | wp0q “ x0u {H-Äquivalenz
e ÞÝÑ rp ˝ vsH

eine Bijektion, wobei v ein Weg von e0 nach e sei. Nach Theorem 17.14 ist nämlich
der Isomorphismus

E ÝÑ EpHq
e0 ÞÝÑ

“

cppe0q
‰

H

durch Wegeliftung bestimmt. rp ˝ vsH ist nun aber per Definition der Endpunkt der
Liftung von p˝v mit Startpunkt

“

cppe0q
‰

H
, also genau das Bild von e unter dem bereits

bekannten Isomorphismus.

Insbesondere erhalten wir auch eine Bijektion

ϕpp´1px0qq “
π1pX,x0q

H-Äquivalenz.

Satz 19.9. Seien E,X, p, x0, e0, H wie oben.

1) Für f P ∆ppq ist

ϕpfpe0qq P H
Nπ1pX,x0qH.

2) Die Abbildung

ψ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∆ppq ÝÑ H
Nπ1pX,x0qH

f ÞÝÑ ϕpfpe0qq

ist ein Gruppenisomorphismus.
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Korollar 19.10. Ist p die universelle Überlagerung von X, so ist

∆ppq – π1pX,x0q.

Beweis. Ist p die universelle Überlagerung, so ist H “ p˚pπ1pE, e0qq “ t1u die triviale
Untergruppe, d.h. Nπ1pX,x0qH “ π1pX,x0q.

Beweis von Theorem 19.9. 1) Es ist f eine Hebung von p, denn es kommutiert ja

E

E X

p
f

p

Nach dem Allgemeiner Liftungssatz ergibt sich nun

H “ p˚pπ1pE, eqq ď p˚pπ1pE, fpe0qq.

Sei v ein Weg von e0 zu fpe0q. Dann ist

H ď p˚pπ1pE, fpe0qq “ rp ˝ vs
´1 ‹ p˚pπ1pE, e0qq ‹ rp ˝ vs.

Also ergibt sich zusammen

rp ˝ vs´1 ‹H ‹ rp ˝ vs ď H.

Vertauschen von e0, fpe0q sowie Ersetzung von f durch f´1 ergibt nun, dass
auch

rp ˝ vs ‹H ‹ rp ˝ vs´1 ď H.

und aus Symmetrie folgt dann

rp ˝ vs ‹H ‹ rp ˝ vs´1 “ H.

also folgt rp ˝ vs P Nπ1pX,x0qH, und somit insbesondere

ϕpfpe0qq “ rp ˝ vsH P H
Nπ1pX,x0qH.

2) Injektivität Seien f, g P ∆ppq mit

ϕpfpe0qqfψpfq “ ψpgq “ ϕpgpe0qq.

so folgt aus Injektivität von ϕ zunächst fpe0q “ gpe0q, aber f, g sind Hebun-
gen von p und stimmen in e0 überein, also gilt f “ g nach der Eindeutigkeit
im Allgemeiner Liftungssatz.

Surjektivität Sei rws P Nπ1pX,x0qH ein Element aus dem Normalisator. Sei
e10 :“ Lpw, e0qp1q der Endpunkt der Hebung von e10.

Es ist nach Theorem 17.16 nun:

p˚pπ1pE, e
1
0qq “ rp ˝ Lpw, e0q

looooomooooon

“w´1

s´1 ‹H ‹ rp ˝ Lpw, e0q
looooomooooon

“w

s

rwsPNπ1pX,x0qH
“ H
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Nach Theorem 17.14 gibt es also einen Homöomorphismus f : E
–
ÝÑ E mit

p ˝ f “ p und fpe0q “ e10, bei f handelt es sich dann um eine Decktrans-
formation, und wir sehen leicht

ψpfq “ ϕpfpe0qq “ ϕpe10q “ rp ˝ Lpw, e0qsH “ rwsH .

Gruppenhomomorphismus Seien f, g P ∆ppq und v ein Weg von e0 nach
fpe0q sowie v1 ein Weg von e0 nach gpe0q. Dann ist g ˝ v ein Weg von gpe0q

nach gpfpe0qq und v1 ‹ pg ˝ vq ein Weg von e0 nach gpfpe0qq.

Es ist nun

ψpg ˝ fq “ rp ˝ pv ‹ pg ˝ vqqsH

“ Hrp ˝ pv1 ‹ pg ˝ vqqs

“ Hrpp ˝ v1q ‹ ppg ˝ vqs

“ Hrp ˝ v1qs ‹Hrppg ˝ vqs
p˝g“p
“ Hrp ˝ v1s ‹Hrp ˝ vs

“ ψpgq ‹ ψpfq

Bemerkung* 19.11. Hier kam in der Vorlesung etwas zu Gruppen und Neben-
klassen etc. Das wird noch nachgeholt, ich war mit Links- / Rechtsnebenklassen
und deren Bezeichnung selbst etwas verwirrt.

Definition 19.12 (G-Menge). Sei G eine Gruppe. Eine (Rechts-) G-Menge
ist eine Menge X mit einer Abbildung

. :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X ˆG ÝÑ X
px, gq ÞÝÑ x.g

für die gilt

i) x.1 “ x für x P X

ii) px.gq.h “ x.pghq für x P X und g, h P G.

Ein Homomorphismus von G-Mengen ist eine Abbildung f : X Ñ Y , so
dass

fpx.gq “ fpxq.g @x P X, g P G.

Bemerkung 19.13 (Ent- oder auch Verwirrung bezüglich Rinks und Lechts).
Analoges können wir für links-G-Mengen definieren, dann fordern wir h.pg.xq “
phgq.x. Eine Links- G-menge ist eine Rechts-G-Menge mittels

x.g :“ g´1x..
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bzw. wir können auch eine Links-G-Menge als Rechts-Gop-Menge auffassen.

Eine Links-G-Menge ist nämlich nichts anderes als Ein Funktor G Ñ Set, und
eine Rechts-G-Menge ist ein Funktor G op Ñ Set, aber wegen G – G op sind die
Konzepte äquivalent.

Trivial Nonsense 19.14. G-Mengen sind also genau Funktoren G Ñ Set, und
Morphismen von G-Mengen X,Y : G Ñ Set sind genau natürliche Transforma-
tionen X Ñ Y .

Die Kategorie der G-Mengen über einer Gruppe G ist dann genau die Funktor-
kategorie rG ,Sets.

Beispiel 19.15. Ist H ď G, so ist H
G eine G-Menge mittels pHgqg1 “ Hpgg1q.

Beispiel 19.16. Das semidirekte Produkt Z ¸ Z von Z mit Z ist die Gruppe
mit Menge Zˆ Z und Verknüpfung

pn,mqpn1,m1q “ pn` p´1qmn1,m`m1q.

Es gibt eine Rechtswirkung

R2 ˆ pZ¸ Zq ÝÑ R2

ppx, yq, pn,mqq ÞÝÑ pp´1qmpx` nq, y `mq

(Übung, dass das die Axiome erfüllt).

Behauptung. @px, yq P R2 Dpn,mq P Z¸ Z, sodass

px, yq.pn.mq P I2.

Beweis. Sei px, yq P R2 beliebig. Zunächst existiert ein m P Z, sodass y `m P I,
und dann existiert ein n P Z mit p´1qmx` n P I, dann ist

px, yq. p0,mq.pn, 0q
loooooomoooooon

“pp´1qmn,mq

“ pp´1qmx, y `mqpn, 0q “ pp´1qmx` n, y `mq.

Falls x R Z, y R Z, so sind n,m eindeutig bestimmt. Mittels den Gleichungen

pt, 0q.p0, 1q “ p´t, 1q p0, tq.p1, 0q “ p1, tq.

folgt nun, dass R2

pZ¸ Zq die Kleinsche Flasche ist.
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Behauptung. Die Abbildung R2 Ñ R2

Z¸ Z ist eine Überlagerung und Z¸Z
sind die Decktransformationen.

Beweis. Übung.

Da R2 einfach zusammenhängend ist, folgt mit Korollar 19.10, dass

π1pKq – Z¸ Z.

Mündliche Anmerkung 19.17. Semidirekte Produkte machen zwischen be-
liebigen Gruppen G,H Sinn, wenn wir eine Wirkung von G auf H haben. In
obigem Fall gibt es aber nur eine nichttriviale Wirkung von Z auf Z, weswegn
wir von dem semidirekten Produkt Z¸ Z sprechen können.

Vorlesung 20
Do 01 Jul 2021

Wir starten mit einem Überblick der letzten Vorlesungen:

Satz 17.8 (Allgemeiner Liftungssatz). Sei p : E Ñ X eine Überlagerung, x0 P X,
e0 P p

´1px0q. Sei Y wegzusammenhängend und lokal wegzusammenhängend. Sei
y0 P Y und f : pY, y0q Ñ pX,x0q eine punktierte Abbildung.

Dann sind äquivalent:

1) Es gibt eine Hebung f̃ : Y Ñ E mit f̃py0q “ e0

2) Es ist f˚pπ1pY, y0qq Ď p˚pπ1pE, e0qq

Ist eine der Bedingungen erfüllt, so ist f̃ eindeutig.

Definition 17.12 (Charakteristische Untergruppe). Sei p : E Ñ X eine Überlagerung
und sei x0 P X, e0 P p

´1px0q. Dann heißt p˚pπ1pE, e0qq Ď π1pX,x0q die charak-
teristische Untergruppe.

Satz 17.14. Sei X wegzusammenhängend und lokal wegzusammenhängend und
betrachte zwei Überlagerungen p : E Ñ X, p1 : E1 Ñ X, sodass E,E1 zusam-
menhängend. Sei x0 P X mit Urbildern e0 P p

´1px0q, e
1
0 P p

1´1px0q. Dann sind
äquivalent:

1) Es existiert ein Homöomorphismus der Überlegerungen, d.h. ein f : E Ñ E1

mit fpe0q “ e10, sodass folgendes kommutiert:

E E1

X

f

–

p p1
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2) Die charakterischen Untergruppen stimmen überein, d.h.

p˚pπ1pE, e0qq “ p1˚pπ1pE
1, e10qq.

Satz 17.16. Sei p : E Ñ X eine Überlagerung mit x0 P X, e0, e
1
0 P p

´1px0q sowie
w : I Ñ E ein Weg von e0 nach e10. Dann ist

p˚pπ1pE, e0qq “ rp ˝ ws ‹ p˚pπ1pE, e
1
0qq ‹ rp ˝ ws.

Satz 18.6. Sei X lokal wegzusammenhängend und zusammenhängend. Dann
sind äquivalent:

1) X ist semilokal einfachzusammenhängend.

2) X hat eine universelle Überlagerung

3) Für jeden Basispunkt x0 P X und jede Untergruppe H Ď π1pX,x0q

existiert eine wegzusammenhängende Überlagerung p : E Ñ X mit e0 P

p´1px0q, so dass p˚pπ1pE, e0qq “ H.

Insgesamt können wir folgendes zusammenfassen:

zsh. Überlagerungen von X
Hom über X

1:1
Ø

"

Konjugationsklassen von Unter-
gruppen in π1pX,x0q

*

Mündliche Anmerkung 19.18. Das ganze ist schon sehr toll, aber bisher ’nur’
eine mengentheoretische Aussage. Wir würden gerne auch die Homomorphismen
(nicht-Isomorphismen insbesondere, die Isomorphismen verstehen wir, zumindest
deren Existenz) verstehen.

Der Hauptsatz der Überlagerungstheorie verfolgt genau dieses Ziel, er gibt eine
kategorientheoritschere Verallgemeinerung von obiger Bijektion.

Definition 19.19. Eine G-Menge X heißt transitiv, falls @x, y P X Dg P G mit
x.g “ y.

Notation 19.20. Wir sagen auch, dass die Wirkung von G auf X transitiv ist.

Beispiel 19.21. Sei H Ď G eine Untergruppe. Dann ist H
G, die Menge der

Nebenklassen von H, eine transitive G-Menge. Für Hg,Hg1 P H
G haben wir

nämlich die Wirkung Hg.pg´1g1q “ Hg1.
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Lemma und Definition 19.22 (Bahn). Sei X eine G-Menge und x P X. Dann
definiert

x.G “ tx.g | g P Gu .

die Bahn oder auch Orbit von x. Dann ist x.G eine Unter- G-Menge und x.G
ist transitiv.

Beweis. Abgeschlossenheit Sei x.g P x.G beliebig, dann ist die Wirkung unter
einem beliebigen g1 genau

px.gq.g1 “ x.pg ˝ g1q.

in x.G enthalten, weil g ˝ g1 P G.

Transitivität Seien x.g und x.g1 P x.G beliebig. Dann ist

px.gq.pgg´1q “ x.pgg´1g1q “ x.g1.

und somit ist die Wirkung transitiv.

Lemma 19.23. Sei X eine G-Menge. Seien x, x1 P X beliebig. Dann ist x.G “
x1.G oder px.Gq X px1.Gq “ H.

Beweis. Nimm an, dass px.Gq X px1.Gq ‰ H. Wähle also ein y mit

y P px.Gq X px1.Gq.

Dann ist also y “ x.g “ x1.g1 für g, g1 P G. Dann ist aber für alle h P G auch

x.h “ x.pg.g´1q.h “ px.gq.g´1.h “ y.g´1.h “ x1.pg1g´1hq P x1G.

also ergibt sich x.G Ď x1G. Aus Symmetrie folgt x1.G Ď x.G, also sind die Klassen
gleich.

Korollar 19.24. Jede G-Menge ist die disjunkte Vereinigung ihrer Bahnen.

Lemma und Definition 19.25 (Stabilisator). Sei X eine G-Menge und x P X.
Dann ist der Stabilisator von x die Untergruppe

Gx “ tg P G | x.g “ xu ď G.

Beweis. Ist g P Gx, so ergibt sich

x “ x.e “ x.pgg´1q “ x.g.g´1 “ x.g´1.

also ist auch g´1 P Gx. Sind zudem g, h P Gx beliebig, so erhalten wir mit

x.pghq “ x.g.h “ x.h “ x.

auch sofort, dass gh P Gx. Also ist gx ď G tatsächlich eine Untergruppe wie behauptet.
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Lemma 19.26. Sei X eine G-Menge und x P X. Dann ist x.G isomorph (als

G-Menge) zu Gx
G.

Beweis. Definiere

ϕ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Gx
G ÝÑ x.G

Gxg ÞÝÑ x.g

Wohldefiniertheit Gleiche Elemente auf der linken Seite unterscheiden sich in ihrer
Darstellung nur um ein Element aus h P Gx, wir wollen zeigen, dass dies gleiches
Bild ergibt:

ϕpGxhgq “ x.phgq “ x.h.g “ x.g “ ϕpGxgq.

Injektivität Ist x.g “ x.g1, dann ergibt sich auch

x “ x.g1.g´1.

und daraus folgt bereits, dass g1g´1 P Gx nach Definition, also

Gxg “ Gxg
1pg´1gq “ Gxp g

1g´1
loomoon

PGx

qg “ Gxg
1.

also waren auch schon die Nebenklassen gleich.

Surjektivität Ist x.g P x.G beliebig, so ist offensichtlich

x.g “ ϕpGxgq.

G-Äquivarianz (Homomorphismus von G-Mengen). Es ist

ϕppGxgqg
1q “ ϕpGxpgg

1qq “ x.pgg1q “ px.gq.g1 “ ϕpGxgq.g
1.

Die Mengentheoretische Umkehrabbildung ist dann auch G-Äquivariant, also ist ϕ
ein Isomorphismus.

Mündliche Anmerkung 19.27. Auch, wenn das im Allgemeinen nicht so ist,
dass Mengentheorischer Isomorphismus + Kategorientheoretischer Homomor-
phismus ùñ Kategorieller Isomorphismus (das gilt ja z.B. in Top nicht, siehe
exp: r0, 1q Ñ S1), gilt dies für G-Mengen (und im Übrigen auch für Gruppen).

Also ist jede G-menge isomorph zu einer disjunkten Vereinigung um G-Mengen der

Form H
G, wobei H ď G.

Warnung. Auch, wenn wir die Notation H
G verwendet haben, wollen wir damit

nicht notwendigerweise ausdrücken, dass H normal ist in G, wir haben nur die Menge
der Nebenklassen betrachtet, und zwar als Menge.

20 Hauptsatz der Überlagerungstheorie

Sei in diesem Kapitel stets p : E Ñ X eine Überlagerung.
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Lemma und Definition 20.1. Die Gruppe π1pX,x0q wirkt folgendermaßen auf
p´1px0q: Sei e P p´1px0q, und rws P π1pX,x0q, dann definiere

e.rws “ Lpw, eqp1q P p´1px0q.

Mit dieser Wirkung ist p´1px0q eine G-Menge.

Beweis. Wohldefiniertheit Sind w,w1 homotop relativ Endpunkten sind, dann auch
Lpw, eq und Lpw1, eq nach dem Homotopieliftungssatz, also sind insbesondere ih-
re Endpunkte gleich.

Axiome der Gruppenwirkung Es ist offenbar

e.rcx0s “ Lpcx0 , eq “ cep1q “ e.

und auch

e.prws ‹ rwsq “ Lpw ‹ w, eqp1q

“ pLpw, eq ‹ Lpw1, Lpw, eqp1qqqp1q

“ Lpw1, Lpw, ep1q
loooomoooon

“e.rws

qp1q

“ pe.rwsq.rw1s

Mündliche Anmerkung 20.2. An dieser Stelle geht das einzige Mal ein, dass
wir links-G-Mengen betrachtet haben, weil wir die Verknüpfung von Schleifen in
dieser Richtung definiert hatten.

Lemma 20.3. Sind p : E Ñ X und p1 : E1 Ñ X Überlagerungen sowie x0 P X.
Sei f : E Ñ E1 eine Abbbildung von Überlagerungen, d.h. p “ p1 ˝ f . Dann ist

f |p´1px0q : p
´1px0q Ñ p1´1px0q.

ein Homomorpismus von π1pX,x0q-Mengen.

Beweis. Wohldefiniertheit Sei e P p´1px0q. Dann ist p1pfpeqq “ ppeq “ x0, also ist
fpeq P p´1px0q.

Äquivarianz Sei e P p´1px0q sowie rws P π1pX,x0q beliebig. Dann ist

fpeq.rws “ Lp1pw, fpeqqp1q
!
“ f ˝ Lppw, eqp1q “ fpe.rwsq.

Das ergibt sich aber, indem wir nachrechnen, dass f ˝Lppw, eq eine Liftung ist,
denn

p1 ˝ f ˝ Lppw, eq “ p ˝ Lppw, eq “ w.

aber mittlerweile ist uns klar, dass Liftungen eindeutig sind nach dem Weghe-
bungssatz.
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Lemma 20.4. Die Zuordnung

Überlagerungen von X ÝÑ π1pX,x0q-Mengen

E

X

p ÞÝÑ p´1px0q

E E1

X

f

p p1
ÞÝÑ f |p´1px0q : p´1px0q Ñ p1´1px0q

ist ein Funktor.

Beweis. Wir haben schon gezeigt, dass das eine Wohldefinierte Zuordnung (Abbil-
dung) ist. Wir müssen noch zeigen, dass das ganze mit Verknüpfung verträglich ist,
und Identitäten auf Identitäten gehen. Ist also

E1 E2

X

g

p1 p2

ein weiterer Morphismun von Überlagerungen, so ist

pg ˝ fq|p´1px0q “ g|p´1px0q ˝ f |p´1px0q.

und es ist sicherlich auch
pidEq|p´1px0q “ idp´1px0q.

also erfüllt diese Abbildung die Eigenschaften eines Funktors.

Satz 20.5 (Hauptsatz der Überlagerungstheorie). Sei X zusammenhängend, lo-
kal wegzusammenhängend, semilokal einfachzusammenhängend sowie x0 P X.
Dann ist der Funktor aus Lemma 20.4 eine Äquivalenz von Kategorien. Das
heißt:

1) Für jede π1pX,x0q-Menge M gibt es eine Überlagerung p : E Ñ X, so dass
p´1px0q isomorph ist (als π1pX,x0q-Menge) zu M . (essentielle Surjekti-
vität)
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2) Für zwei Überlagerungen p : E Ñ X und p1 : E1 Ñ X ist die Zuordnung

$

’

’

&

’

’

%

E E1

X

f

p p1

,

/

/

.

/

/

-

ÞÝÑ
 

f |p´1px0q : p´1px0qÑp1´1px0q

(

Mündliche Anmerkung 20.6. Für die ’Entpackung’ dieser kategorientheore-
tischen Aussage haben wir die Charakterisierung von TODO.

Bemerkung 20.7. Die Eigenschaft, dass X semilokal einfachzusammenhängend
ist, benötigen wir nur für Eigenschaft 1), um z.B. eine universelle Überlagerung
konstruieren zu können. Für 2) genügt es allerdings zu fordern, dass X zusam-
menhängend und lokal wegzusammenhängend ist.

Bemerkung* 20.8. An dieser Stelle haben wir nun Seifert-van-Kampen ein-
geführt, und weite Teile von Abschnitt 21 vorgezogen, damit diese vor der Klau-
sur bekannt sind. Erst danach sind wir hierher zurückgekommen, und haben den
Hauptsatz der Überlagerungstheorie bewiesen.

Vorlesung 22
Do 08 Jul 2021

Wir erinnerns uns daran, dass die Wirkung von π1pX,x0q auf p´1px0q durch

e.rws :“ Lpw, eqp1q.

gegeben ist.

Proposition 20.9. Sei p : E Ñ X eine Überlagerung, X wegzusammenhängend
sowie x0 P X. Dann induziert die Inklusion p´1px0q ãÑ E eine Bijektion

 

π1pX,x0q ´ Bahnen von p´1px0q
( 1:1
ÐÑ tWegekomponenten von Eu .

Beweis. Wohldefiniertheit Zu zeigen: Für e P p´1px0q liegen e und e.rws in der
gleichen Wegekomponente. Es ist aber

e.rws “ Lpw, eqp1q.

und damit ist Lpw, eq ein Weg von e nach e.rws, und somit liegen die Punkte in
der gleichen Wegekomponenten von E.

Injektivität Seien e, e1 P p´1px0q, so dass diese auf die gleiche Wegkomponenten
abgebildet werden, dann gibt es einen Weg v von e nach e1. Dann ist

e. rp ˝ vs
loomoon

Pπ1pX,x0q

“ Lpp ˝ v, eqp1q “ vp1q “ e1.

also liegen e, e1 in der gleichen Bahn.
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Surjektivität Sei Ẽ eine Wegekomponente von E sowie e P Ẽ. Aufgrund des Wegzu-
sammenhangs von X finden wir einen Weg v von ppeq nach x0. Dann ist Lpv, eq
ein Weg von e mit Endpunkt in p´1px0q, also Ẽ X p´1px0q ‰ H.

Ist e P p´1px0q, so ist der Orbit

e.π1px, x0q –π1pX,x0q´Menge π1pX,x0qe
π1pX,x0q.

Also interessieren wir uns auch für Elemente aus dem Stabilisator π1px, x0qe. Hierzu
ist

e.rws “ e ðñ Lpw, eqp1q “ e ðñ Lpw, eq ist Schleife an e ðñ rws P p˚pπ1pE, eqq.

Also ist e.π1pX,x0q – p˚pπ1pE, eqq
π1pX,x0q.

Beweis von Theorem 20.5. 1. Schritt Wir zeigen die essentielle Surjektivität. Sei M
eine π1pX,x0q-Menge. Dann ist M isomorph zu einer disjunkten Vereinigung

M “
ğ

iPI
Hi

π1pX,x0q.

Mit Hi ď π1pX,x0q. Nach Theorem 18.6 existieren Räume EpHiq, sodass

ppHiq : EpHiq Ñ X.

sowie ei P ppHiq
´1px0q mit

ppHiq˚π1pEpHiq, eiq “ Hi.

Dann ist ppHiq
´1px0q isomorph zuHi

π1pX,x0q nach Proposition 20.9 und der Vorüberlegung.
Wir betrachten nun die disjunkte Vereinigung

p :“
ž

ppHiq :
ž

iPI

EpHiq Ñ X.

so ist
p´1px0q “

ğ

ppHiq
´1px0q –

ž

iPI
Hi

π1pX,x0q –M.

Bemerkung 20.10. Es fehlt noch zu zeigen, dass p überhaupt eine Überlagerung
ist, im allgemeinen ist das Koprodukt von Überlagerungen nämlich nicht zwin-
gend wieder eine Überlagerung. Wir müssen das also in diesem konkreten Fall
noch zeigen.

Behauptung 24. Sei x P X und x P U Ď X eine wegzusammenhängende Umgebung
mit π1pUq Ñ π1pXq trivial. Dann ist U eine trivialisierende Umgebung für alle ppHiq

und damit auch für p.
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Unterbeweis. Folgt unmittelbar aus der Konstruktion, die wir gewählt hatten, denn
wir haben gezeigt, dass die trivialisierenden Umgebungen genau diejenigen Basisele-
ment vonX aus Lemma 18.13 sind, und diese waren unabhängig von der Überlagerung.

�

2. Schritt Wir zeigen die volltreue.

Injektivität Seien f, f̂ zweie Überlagerungsabbildungen, d.h.

E E1

X

f

f̂

p p1

die unter dem Funktor das gleiche Bild haben, d.h. f |p´1px0q “ f̂ |p´1px0q. Wir wollen

zeigen, dass dann auch schon f ” f̂ . Sei Ẽ Ď E eine beliebige Wegekomponenten. Es
genügt zu zeigen, dass f |E “ f̂ |Ẽ .

Da X lokal wegzusammenhängend ist p|Ẽ : Ẽ Ñ X bereits eine Überlagerung nach
Theorem 17.6.

Es ist Ẽ X p´1px0q ‰ H. Sei e P Ẽ X p´1px0q. Dann sind f |Ẽ und f̂ |Ẽ Hebungen von

E1

Ẽ X

p1
f |Ẽ

f̂ |Ẽ
p|Ẽ

.

Surjektivität. Sei f̃ : p´1px0q Ñ p1´1px0q ein Homomorphismus von π1pX,x0q-Mengen.

Wir möchten zeigen, dass dieser auch schon von einer Überlagerungsabbildung f : E Ñ
E1 induziert wird.

Sei wieder Ẽ Ď E eine Wegekomponente, dann ist p´1px0q X Ẽ genau eine Bahn von
p´1px0q nach ebiger Proposition.

Sei e P p´1px0q X Ẽ, dann ist

p´1px0q X Ẽ – p˚pπ1pE, eqq
loooooomoooooon

:“H

π1pX,x0q.

nach der Vorüberlegung. Es ist f̃peq P p1´1px0q.

Behauptung 25. Es ist H ď p1˚pπ1pE
1, f̃peqqq.

Unterbeweis. Sei h P H. Dann ist gerade

f̃peq.h “ f̃pe.hq “ f̃peq ùñ h P π1px, x0qf̃peq.

Also ergibt sich
H ď π1pX,x0qf̃peq “ p1˚pπ1pE

1, f̃peqqq.

�
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Nach dem Allgemeiner Liftungssatz existiert also eine Abbildung f |Ẽ : Ẽ Ñ E1 mit

f |Ẽpeq “ f̃peq.

E

Ẽ X

p1
f |Ẽ

p|Ẽ

.

Behauptung 26. Es gilt nun sogar ’automatisch’ f |Ẽpe
1q “ f̃pe1q für alle e1 P

p´1px0q X Ẽ.

Unterbeweis. Mit Korollar 20.12 nach der Pause. �

Definiere nun f : E Ñ E1 durch

E “
ž

Ẽ
š

f |Ẽ
ÝÑ E1.

Dann ist f |p´1px0q “ f̃ nach ebiger Behauptung.

Lemma 20.11. Sei G eine Gruppe, M eine transitive G-Menge. N eine G-
Menge, m PM und ϕ,ϕ1 : M Ñ N Morphismen von G-Mengen. Dann ist bereits
ϕ ” ϕ1.

Beweis. Sei m1 PM beliebig. Wegen Transitivität existiert g P G mit m.g “ m1. Also
rechnen wir einfach nach:

ϕpm1q “ ϕpm.gq “ ϕpmq.g “ ϕ1pmq.g “ ϕ1pm.gq “ ϕ1pm1q.

Korollar 20.12. Es gilt f |Ẽpe
1q “ f̃pe1q für alle e1 P p´1px0q X Ẽ.

Beweis. Folgt als Spezialfall von Lemma 20.11 mit G “ π1pX,x0q, M “ p´1px0qX Ẽ,
N “ p1´1px0q sowie m “ e und

ϕ “ pf |Ẽq|p´1px0qXẼ
ϕ1 “ f̃ |p´1px0qXẼ

.

Damit ist nun der Beweis von Theorem 20.5 abgeschlossen.

Wir erinnerns uns kurz an:

Lemma und Definition 19.1 (Decktransformation). Sei p : E Ñ X eine Überlagerung.
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Eine Decktransformation von p ist ein Homöomorphismus

E E

X

f

–

p p

über X. Wir bezeichnen mit ∆ppq die Menge der Decktransformationen, und
diese bilden eine Gruppe.

Satz 19.9. Seien E,X, p, x0, e0, H wie oben.

1) Für f P ∆ppq ist

ϕpfpe0qq P H
Nπ1pX,x0qH.

2) Die Abbildung

ψ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∆ppq ÝÑ H
Nπ1pX,x0qH

f ÞÝÑ ϕpfpe0qq

ist ein Gruppenisomorphismus.

und an den verbundenen Theorem 19.9.

Abbildung 36: Eine Überlagerung von S1 _ S1

Mit dem Theorem 20.5 ergibt sich nun der folgende Alternative Beweis:

Alternativer Beweis von Theorem 19.9. Es sind ∆ppq genau die Automorphismen der
Überlagerung p : E Ñ X. Nach dem Hauptsatz sind diese also isomorph zu den Auto-
morphismen von p´1px0q als π1pX,x0q-Mengen, die wiederum isomorph sind zu den

Automorphismen von p˚pπ1pE, e0qq
π1pX,x0q, d.h.

∆ppq “ Aut

¨

˚

˚

˝

E

X

p

˛

‹

‹

‚

– Autπ1pX,x0q´Mengenpp
´1px0qq – Aut

´

p˚pπ1pE, e0q
π1px, x0q

¯

.
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Proposition 20.13. Es ist

AutG´Mengen

´

H
G
¯

– H
NGH.

Beweis. Sei f : H
GÑ H

G P Aut
´

H
G
¯

ein solcher Automorphismus.

1) Dann ist f bereits eindeutig bestimmt durch fpHq nach Lemma 20.11.

2) fpH.1q P H
NGH. ist fpH.1q “ H.g0, dann ist für alle h P H auch H.g0 “

fpH.1q “ fpH.hq “ fpH.1q.h “ H.g0.h.

Daraus folgt bereits, dass Dh1, h1 P H mit h1g0 “ h2g0h, also nach umformen

h´1
2 h1 “ g0hg

´1
0 .

wegen h P H beliebig ergibt sich also bereits g0Hg
´1
0 Ď H. Das Inverse schickt

Hg0 auf H. Also schickt se H auf Hg´1
0 . Analog zeigen wir, dass g´1

0 Hg0 Ď H,
also auch H Ď g0Hg

´1
0 Ď H und somit schlussendlich

H “ g0Hg
´1
0 ùñ g0 P NGH.

Die Abbildung
f ÞÑ fpH ¨ 1q.

ist also wohldefiniert und injektiv nach 1)

3) Wir zeigen noch Surjektivität. Ist g0 P NGH, so behaupten wir, dass

Hg ÞÑ Hg0g.

wohldefiniert und G-äquivariant ist. Die Äquivarianz ist nach Definition offen-
sichtlich. Für Wohldefiniertheit bilden wir ab

Hhg ÞÑ Hg0hg
g0PNGH
“ Hh1g0g “ Hg0g.

Da NGH eine Untergruppe ist, ist auch g´1
0 P NGH, also hat die Abbildung ein

Inverses, und zwar
Hg ÞÑ Hg´1

0 g.

Vorlesung 20
Do 01 Jul 2021

21 Der Satz von Seifert von Kampen

Satz 21.1 (Seifert-van-Kampen). Sei X ein Raum, seien U1, U2 Ď X offen,
sodass U1 Y U2 “ X, und bezeichne U3 :“ U1 X U2.

Sind U1, U2, U3 wegzusammenhängend und nicht-leer sowie x0 P U3, dann ist

π1pU3, x0q π1pU1, x0q

π1pU2, x0q π1pX,x0q

l
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ein Pushout von Gruppen, d.h. für jede Gruppe H und kompatible Morphis-
men π1pU1, x0q Ñ H sowie π1pU2, x0q Ñ H existiert ein eindeutig bestimmter
Morphismus π1pX,x0q Ñ H. Visualisiert:

π1pU3, x0q π1pU1, x0q

π1pU2, x0q π1pX,x0q

Wir geben zunächst einige Erklärungen und Beispiele zu Theorem 21.1:

Bemerkung 21.2. Ein Pushout in Gruppen ist ein sogenanntes amalgisiertes
Produkt, d.h.

H G1

G2 G1 ‹H G2

ist ein Pushout.

Definition 21.3 (Amalgisiertes Produkt). Seien G1, G2 zwei Gruppen. Sind
Gi “ 〈Ei | Ri〉 Darstellungen der Gruppen, so ist das freie Produkt von G1

und G2 die Gruppe bestimmt durch

G1 ‹G2 :“ 〈E1 Y E2 | R1 YR2〉 .

,d.h. die Menge aller (endlichen) Wörter mit Elementen aus G1 und G2 mit den
kanonischen Verknupfungen von Elementen aus G1, G2, aber keinerlei weiteren
Relationen.

Sind ϕ1 : H Ñ G1 und ϕ2 : H Ñ G2 Gruppenhomomorphismen, so ist das amal-
gasierte Produkt von G1 und G2 über H (mit den Morphismen ϕ1, ϕ2) defi-
niert als

G1 ‹H G2 :“ G1 ‹G2
ϕ1phq „ ϕ2phq

.

Beispiel 21.4. Betrachte S1 _ S1, wir wollen π1pS
1 _ S1, 1q berechnen, und

haben dazu U1 “ ι1pS
1q und U2 “ ι2pS

1q, dann sind beide offenen Mengen
nichtleer und wegzusammenhängend, und es ist U1 X U2 “ t1u einelementig.
Also ergibt sich

π1pS
1_S1, 1q – π1pS

1, 1q‹π1pt1u,1qπ1pS
1, 1q – π1pS

1, 1q‹π1pS
1, 1q – Z‹Z – F2 “ 〈a, b〉 .
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Mündliche Anmerkung 21.5. Eigentlich hätten wir U1, U2 hier offen
wählen müssen, um den Satz anwenden zu können. Die Umgebung ’ein
bisschen’ größer zu machen zerstört aber offensichtlich nichts an der Funda-
mentalgruppe von S1, deswegen ist das in Ordnung und einfach ein formales
Ausformulieren.

Beispiel 21.6 (Nicht-Beispiel). Der Wegzusammenhang ist essentiell!. Wenn wir
S1 “ D1YS0D1 schreiben, so ist der Schnitt nicht zusammenhängend, weswegen
wir nicht die falsche Aussage

Z – π1pS
1, 1q – π1pD

1, 1q ‹π1pS0,1q π1pD
1, 1q – t1u ‹t1u‹t1u – t1u .

folgern.

Es ist ebenfalls essentiell, die Offenheit zu fordern, sonst können wir z.B. S1

einfach ’auftrennen’.

Mündliche Anmerkung 21.7. Man kann die Aussage verallgemeinern und die
Annahme des Wegzusammenhangs fallen lassen, wenn man statt den Fundamen-
talgruppen die Fundamentalgruppoide verwendet. Das ist aber nicht unser Ziel,
weil dann die Pushouts deutich komplizierter werden.

Beispiel 21.8. Sei G “ 〈a1, . . . , an | r〉 eine Gruppe auf n Erzeugern und einer
Relation r. Wir wollen einen Raum konstruieren, der π1pX,x0q “ G ergibt.

Betrachte dazu

Y :“
n
ł

i“1

S1.

d.h. ein Zusammenkleben von n Schleifen, dann erhalten wir π1pY, 1q – 〈a1, . . . , an〉
als freie Gruppe in n Erzeugern (folgt induktiv aus Beispiel 21.4). Wähle nun

eine Schleife S1 f
ÝÑ Y , die r repräsentiert. Definiere nun den Raum X als das

Pushout

S1 Y

D2 X

f

und betrachte

U1 :“ D2˝, U2 :“ Xz
 

Mittelpunkt von D2
(

» Y.

Dann ist U3 – D2˝z tMittelpunktu » S1 und somit

π1pXq – π1pU1q‹π1pU3qπ1pU2q – t1u‹Zπ1pY q – π1pY q 〈〈r〉〉 “ 〈a1, . . . , an|r〉 “ G.

Vorlesung 21
Di 06 Jul 2021
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x0

x2

x1

π1pU1, x0q ‹ π1pU2, x0q� π1pX,x0q

U2
U1

U3 :“ U1 X U2

α

r1

r2
α3

α1

α2

Abbildung 37: Skizze zu Seifert van Kampen

Betrachte nun Abbildung 37, da ’sieht man’ viel zur Intuition von Seifert van Kam-
pen: Einen Weg α, der in X “ U1 Y U2 verläuft, können wir aufteilen in einzelne
kleinere Wege, die in U1 oder U2 verlaufen. Mit Hilfswegen r1, r2 machen wir daraus
Schleifen an x0, die nun in U1 oder U2 verlaufen. So erhalten wir bereits zumindest
eine Projektion vom freien Produkt π1pU1, x0q ‹π1pU2, x0q nach π1pX,x0q.

Wir erinnerns uns hier auch noch an Definition 8.22, das letztendlich auch nur ein
Pushout von Räumen ist. Wir können also Seifert van Kampen auch umformulieren
zu ’Seifert van Kampen erhält schöne Pushouts’.

Wir können diese Intuition nun in einer kombinatorischer Form ausdrücken, hierzu
sei x0 P U3 :“ U2 X U1 mit U1 Y U2 “ X gegeben. Mit π1 erhalten wir bereits ein
Diagramm

π1pU3, x0q π1pU1, x0q

π1pU2, x0q

ϕ2

ϕ1

Wählen wir nun Gruppendarstellungen

π1pU1, x0q – 〈α1, . . . , αk | r1, . . . , rl〉
π1pU2, x0q – 〈β1, . . . , βm | s1, . . . , sn〉
π1pU3, x0q – 〈γ1, . . . , γp | t1, .., tq〉

Korollar 21.9. Sei X “ U1 Y U2, U3 :“ U1 X U2 mit Ui offen und wegzu-
sammenhängend sowie nichtleer. Sind U1, U2 einfach zusammenhängend, so ist
π1pXq “ 1.
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Beispiel 21.10. Es ist π1pS
nq “ 1 für n ě 2. Das haben wir schon einmal ’von

Hand’ gezeigt, mit Abbildung 37 ist das aber sehr einfach:

Betrachte wiederN,S als den Nord- und Südpol von Sn, und setze U1 :“ SnzN –

Rn, U2 :“ SnzS – Rn (wir erinnerns uns an die stereographische Projektion).

Dann ist sicherlich Sn “ U1 Y U2, und wir erhalten auch

U3 :“ U1 X U2 “ Snz tN,Su – Sn´1 ˆ p´1, 1q.

Wegen n ě 2 ist das nun wegzusammenhängend. Mit Korollar 21.9 erhalten wir
dann sofort, dass π1pS

nq “ 1.

Man könnte auch direkt Theorem 21.1 verwenden, dann ergibt sich

π1pS
nq – π1pU1q ‹π1pU3q π1pU2q “ 1 ‹ 1 “ 1.

Mündliche Anmerkung 21.11. Man köme in Versuchung, einfach für
U1, U2 die obere und untere Halbkugel zu verwenden, dann ist der Schnitt
- der Äquator - ebenfalls wegzusammenhängend. Das darf man aber im
allgemeinen nicht machen, wir brauchen wirklich, dass U1, U2 offen sind.
Dass die Anwendung hier funktioniert, ist nur ’Zufall’.

Warnung. Der Beweis gilt nicht für S1, da U3 – S0 ˆ p´1, 1q, da S0 nicht
wegzusammenhängend ist.

Beispiel 21.12. Betrachte zwei Kopien des Torus, und identifiziere sie entlang
einer Schleife.
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Formal definieren wir X durch

X :“ S1 ˆ S1 ˆ t1u \ S1 ˆ S1 ˆ t2u
S1 ˆ t1u ˆ t1u „ S1 ˆ t1u ˆ t2u.

Wir würden jetzt gerne T1, T2 (die Tori) inX verwenden und Seifert-van-Kampen
anwenden, aber diese sind nicht offen. Wir müssen die Tori also ’etwas’ ver-
größern, sodass sie offen sind, ohne dass wir die schönen Eigenschaften der Tori
verlieren. Man gelangt zu:

A1 :“ S1 ˆ pe´iθ, eiθq Ď T1

A2 :“ S1 ˆ pe´iθ, eiθq Ď T2

U1 :“ T1 YA2 » T1

U2 :“ T2 YA1 » T2

Die Homotopieäquivalenz erhalten wir einfach durch stetiges zusammenziehen
dieses ’angeklebten’ Schlauches Ai.

Jetzt sind also U1, U2 offen und verhalten sich wie unsere Tori, und der Schnitt er-
gibt sich als U3 :“ U1XU2 “ A1YA2, und dieser ist auch wegzusammenhängend.

Also ergibt sich nun mit Seifert-van-Kampen, dass

π1pXq – π1pU1, xq ‹π1pU3,xq π1pU2, xq.

Da wir schon wissen, dass π1pT1q – ZˆZ die Fundamentalgruppe des Torus ist,
und das lässt sich darstellen als

π1pT1q “
〈
a, b | aba´1b´1

〉
π1pT2q “

〈
c, d | cdc´1d´1

〉
Man überlegt sich noch, dass U3 “ A1 Y A2 » S1, auch indem wir die extra
’Schläuche’ stetig verkürzen, also π1pU3q “ Z “ 〈γ |〉.

π1pX,xq “
〈
a, b, c, d | aba´1b´1, cdc´1d´1, a “ c

〉
“
〈
a, b, c, d | aba´1b´1, cdc´1d´1, ac´1

〉
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Mündliche Anmerkung 21.13. Man kann auch eine andere Darstellung
von X wählen, indem wir die ’lange’ Schleife von X wählen (die in Wahr-
heit aber natürlich Symmetrisch ist). Dann kann man sich X als ’Stapel
von Donuts’ vorstellen, die einfach übereinander liegen und sich kanonisch
berühren. Dann sieht man auch, dass

X “ pS1 _ S1q ˆ S1.

und wir würden schnell erhalten, dass

π1pXq “ π1pS
1 _ S1q ˆ πpS1q

“ 〈b, d |〉ˆ 〈a |〉
“
〈
a, b, d | aba´1b´1, ada´1d´1

〉
Man sieht auch leicht, dass die beiden Darstellungen, die wir erhalten haben,
die gleichen Gruppen beschreiben.

Notation 21.14 (Freie Gruppen). Die Notation 〈a |〉 heißt natürlich, dass wir
keine Relationen fordern, also 〈a |〉 – Z. Manchmal lässt man diesen Strich dann
auch weg, und schreibt einfach sofort

〈a〉 – Z.

Das darf man aber nicht verwechseln mit der von g erzeugten Untergruppe, wenn
g P G bereits ein Element ist, hier erhalten wir natürlich implizit alle Relationen,
die g als Element von G besitzt.

Bemerkung* 21.15. Vorlesung 21 setzt hier direkt mit CW-Komplexen, d.h.
Abschnitt 22 fort. Wir geben hier direkt den Rest von Abschnitt 21 wieder.

Wir wollen nun noch den Satz von Seifert-van-Kampen beweisen, den wir noch einmal
wiedergeben: Vorlesung 22

Do 08 Jul 2021

Satz 21.1 (Seifert-van-Kampen). Sei X ein Raum, seien U1, U2 Ď X offen,
sodass U1 Y U2 “ X, und bezeichne U3 :“ U1 X U2.

Sind U1, U2, U3 wegzusammenhängend und nicht-leer sowie x0 P U3, dann ist

π1pU3, x0q π1pU1, x0q

π1pU2, x0q π1pX,x0q

l

ein Pushout von Gruppen, d.h. für jede Gruppe H und kompatible Morphis-
men π1pU1, x0q Ñ H sowie π1pU2, x0q Ñ H existiert ein eindeutig bestimmter
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Morphismus π1pX,x0q Ñ H. Visualisiert:

π1pU3, x0q π1pU1, x0q

π1pU2, x0q π1pX,x0q

Beweis. Das Inklusionsdiagramm induziert - da π1 ein Funktor ist - ein kommutatives
Diagramm von Gruppenmorphismen

U3 U1

U2 X

Ď

Ď

Ď

Ď

π1
;

π1pU3, x0q π1pU1, x0q

π1pU2, x0q π1pX,x0q

ψ2

ψ1

ϕ1

ϕ2

Wir wollen zeigen, dass das rechte Diagramm ebenfalls ein Pushout ist, und wissen
bereits, dass Pushouts in Gruppen durch das amalgisierte Produkt gegeben sind, wir
wollen also einen Isomorphismus

π1pU1, x0q ‹π1pU3,x0q π1pU2, x0q� π1pX,x0q

konstruieren. Notieren nun

Ψ: π1pU1, x0q ‹π1pU2, x0q Ñ π1pX,x0q

Behauptung 27. Es ist Ψ surjektiv.

Unterbeweis. Vergleiche hierzu auch Abbildung 37.

Da I kompakt ist, existiert für jeden Weg rws P π1pX,x0q ein k P N, sodass

wl :“ w|r lk ,
l`1
k q

Ď Ui.

für alle l. Für alle l P t1, k ´ 1u wähle einen Weg vl von w
`

l
k

˘

nach x0 in

$

’

&

’

%

U3 falls w
`

l
k

˘

P U3

U1 falls w
`

l
k

˘

R U2

U2 falls w
`

l
k

˘

R U1

.

Beachte hierzu, dass wir im ersten Fall natürlich verwenden, dass U3 wegzusam-
menhängend ist. Setze wl :“ w|r lk ,

l`1
k s

für l “ 0, . . . , k ´ 1 als die Teilstücke von

w, dann können wir umschreiben:

rws “ w0 ‹ w2 ‹ . . . ‹ wl´1

“ w0 ‹ pv1 ‹ v
´1
1 q ‹ w1 ‹ pv2 ‹ v

´1
2 q ‹ . . . ‹ wl´1

“ rw0 ‹ v1s ‹ rv
´1
1 w1v2s ‹ . . . ‹ rv

´1
k´1wk´1s

und jeder der geklammerten Wege verläuft nun nach Konstruktion in einem der Ui.
In der unteren Zeile handelt es sich also nun um eine Verkettung aus Elementen von
π1pU1, x0q und πpU2, x0q, also genau um ein Element aus dem freien Produkt der
beiden Gruppen. �
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Vorlesung 23
Di 13 Jul 2021

Wir interessieren uns natürlich im folgenden für den Kern von Ψ und wollen zeigen,
dass dieser genau von den Relationen der Einbettungen ψ1, ψ2 erzeugt wird. Setze
also

F :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

π1pU3, x0q ÝÑ π1pU1, x0q ‹π1pU2, x0q

r ÞÝÑ ψ1prqψ2prq
´1

Warnung. F ist kein Homomorphismus, sondern erstmal nur eine Abbildung.

Behauptung 28. Der Kern von Ψ ist der normale Abschluss des Bildes von F , d.h.

ker Ψ “ F pπ1pU3, x0qq

Notation 21.16. Seien a, b Wegen in X (an x0), dann schreiben wir

� a „Ui b :“ a, b sind Wege in Ui und homotop in Ui

� a „X b :“ a, b sind homotop in X.

Sei a eine Schleife an x0, dann notiere mit

� rasUi:“ die Klasse von a in π1pUi, x0q, und meine implizit, dass a in Ui liegt.

� rasX :“ die Klasse von a in π1pX,x0q

Damit ergibt sich z.B.

ψ1prasU3
q “ rasU1

ψ2prasU3
q “ rasU2

Für die verschiedenen Typen von Multiplikation notieren wir

- ‚ für die Wegemultiplikation in den Fundamentalgruppen π1pUi, x0q oder π1pX,x0q

- ‹ für die Multiplikation in π1pU1, x0q ‹π1pU2, x0q.

Damit ergibt sich z.B:

rasU1 ‹rbsU2 ‹rcsU2 “ ra ‚ bs ‹rcsU2 P π1pU1, x0q ‹π1pU2, x0q

oder auch

Ψpra1sU1 ‹ra2sU2 ‹ . . . ‹ramsU2q

“ ψ1ra1sU1 ‚ ψ2ra2sU2 ‚ . . . ‚ ψ2ramsU20

“ ra1sX ‚ ra2sX ‚ . . . ‚ ramsX

“ ra1 ‚ . . . ‚ amsX

Sei nun
N :“ F pπ1pU3, x0qq

der normale Abschluss des Bildes von F . Wir wollen also N “ ker Ψ zeigen.

Behauptung 29. Es ist N ď ker Ψ.
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Unterbeweis. Es genügt zu zeigen, dass F pπ1pU3, x0qq Ď ker Ψ ist, denn ker Ψ ist
normal.

Sei nun rasU3
P π1pU3, x0q. Dann ist

Ψ ˝ F prasU3q “ Ψpϕ1prasU3q ‹ϕ2prasU3q
´1

“ ΨprasU1 ‹ ras
´1
U2
q

“ ψ1prasU1
q ‚ ψ2pras

´1
U2
q

“ rasX ‚ ras
´1
X

“ ra ‚ a´1sX

“ 1

�

Behauptung 30. Es ist auch ker Ψ ď N .

Unterbeweis. Sei

γ “ ra1sU1
‹ra2sU2

‹ . . . ‹raksU2
P π1pU1, x0q ‹π1pU2, x0q

mit Ψpγq “ 1, also
ra1 ‚ . . . ‚ aksX “ 1

Also finden wir eine Homotopie

a1 ‚ . . . ‚ ak „X cx0

zur konstanten Schleife an x0. Sei

H : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ X

eine solche Homotopie (relativ Endpunkten) von a1 ‚ . . .‚ak nach cx0
. Wir unterteilen

die Homotopie nun in kleinere Einheitsquadrate, d.h. setze

Sij :“

„

i´ 1

n
,
i

n



ˆ

„

j ´ 1

n
,
j

n



S1,1

S1,2

S1,3

S1,4

S1,5

S2,1

S2,2

S2,3

S2,4

S2,5

S3,1

S3,2

S3,3

S3,4

S3,5

S4,1

S4,2

S4,3

S4,4

S4,5

S5,1

S5,2

S5,3

S5,4

S5,5

a10v10a20v20a30v30a40v40a50v50

b01

v01

b02

v02

b03

v03

b04

v04

b05

v05

v00
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Da I2 kompakt ist, Dn P N, sodass jedes der Sij durch H in U1 oder U2 abgebildet
wird.

Wir wählen zudem n groß genug, sodass die Endpunkte von ai jeweils von der Form
i1

n sind für ein i1 P N. Setze nun

aij :“ H|r i´1
n , in sˆt

j
nu

bij “ H|t inuˆr
j´1
n , jn s

vij “ H

ˆ

i

n
,
j

n

˙

Also ist nach Definition

H|r0,1sˆ0 “ a1 ¨ a2 ¨ . . . ¨

“ pa10 ‚ a20 ‚ . . . ‚ ap0q
loooooooooooomoooooooooooon

a1

‚pap`1,0 . . .q . . . paq0 ‚ . . . ‚ ar0q
loooooooomoooooooon

ak

Also gitl in π1pU1, x0q ‹π1pU2, x0q gerade:

γ “ ra10 ‚ . . . ‚ ap0sU1 ‹rap`1,0 ‚ . . .s ‹ . . . ‹raq0 ‚ . . .sU2

Allerdings sind nun die einzelnen iij noch nicht zwangsweise Schleifen an x0, weil
wir die ursprünglichen Schleifen ai ja ’zerschnitten’ haben. Wir sehen uns nun ein
typischen der Quadrate Sij , bzw. das zugehörige Bild in X, an. Siehe hierzu Abbil-
dung 38.

Wähle nun Wege hij von x0 nach vij , sodass

� falls vij P Ul, wähle hij Ď Ul für l “ 1, 2, 3.

� Falls vij “ x0, so wähle hij “ cx0
konstant.

x0

H pSijq

vi´1,j´1
vi,j´1

vi,j

vi´1,j

ai,j´1

ai,j
bi´1,j

bi,j

hi´1,j

hi,j

hi,j´1

hi´1,j´1

Abbildung 38: Ausschnitt Quadrat in X Seifert van Kampen

Jetzt setzen wir

� ãij “ hi´1,j ‚ aij ‚ h
´1
ij

� b̃ij :“ hi,j´1 ‚ bij ‚ h
´1
ij

Per Definition liegen ãij , b̃ij in U1 oder U2. Jetzt zerlegt sich auch

γ “ ra10 ‚ . . . ‚ ap0sU1 ‹ . . . ‹raq0 ‚ . . . ‚ an0sU2

“ rã10sU1 ‹rã20sU1 ‹ . . . ‹rãn,0sU2
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Ziel. Zeige
γ ” rã1,nsU1

‹rã2,nsU1
‹ . . . ‹rãn,nsU2

mod N

Denn dann folgt wegen rãl,nsUk “ cx0
@l, k, dass γ´1 P N bzw. γ P N .

Jedes der HpSijq liegt in U1 oder U2. Falls Sij Bild in U1 hat, liefert es eine Homotopie

ai,j´1 „U1
bi´1,j ‚ ai,j ‚ b

´1
i,j

Mündliche Anmerkung 21.17. Hierzu brauchen wir genau genommen noch
eine Reparametrisierung des Quadrates. Man überlegt sich jedoch im Allgemei-
nen, dass man von der klassichen Homotopie ’unterer Rand’ zu ’oberer Rand’
eines Quadrates auch stets eine von ’untere Rand’ zu ’restlicher Rand’ erhält (in
der gleichen Richtung abgelaufen!). Das verwenden wir hier.

Damit ergibt sich auch

ãi,j´1 “ hi´1,j´1ai,j´1h
´1
i,j´1

„U1 hi´1,j´1bi´1,jai,jb
´1
i,j h

´1
i,j´1 (5)

“ b̃i´1,j ‚ ãij b̃
´1
ij

Eine ähnliche Aussage für Homotopieäquivalenz in U2 erhalten wir natürlich, wenn
HpSijq Bild in U2 hat.

Wir führen nun einen Induktionsbeweis, dass

γ ” rã1,0sU1 ‹ . . . ‹rãn,0sU2 ” rã1,jsU1 ‹ . . . ‹rãn, jsU2 mod N

für jedes 0 ď j ď n. Für j “ 0 ist das tautologisch, nimm die Aussage nun für j ´ 1
an.

Behauptung 31. Sei rasU3
P π1pU3, x0q. Dann ist rasU1

” rasU2
mod N .

Unterbeweis. Rechne einfach nach, dass

rasU1
ras´1

U2
“ F prasU3

q P N

�

Behauptung 32. Es ist

x ‹rasU1 ‹ y ” x ‹rasU2 ‹ y mod N

Unterbeweis. Wir stellen fest, dass

px ‹rasU1
‹ yqpx ‹rasU2

‹ yq´1

“ x ‹rasU1
‹ y ‹ y´1 ‹ras´1

U2
‹x´1

“ x ‹ rasU1 ‹ras
´1
U2

loooooomoooooon

PN

‹x´1

Aus der Normalität von N folgt nun, dass die Konjugation mit x wieder ein Element
aus N ergibt. �
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Man würde nun am liebsten sofort sukzessive Gleichung 5 auf unsere Induktionshy-
pothese anwenden, um den Induktionsschritt zu vollbringen. Das geht jedoch nicht
unmittelbar, weil wir uns nicht aussuchen dürfen, ob wir eine Homotopie bezüglich
U1 oder U2 erhalten. Wir könnten also folgende Situation erhalten:

Das Wort für γ enthält rãi,j´1sU1
, aber die zugehörige Homotopie HpSi,jq liegt in

U2. Dann folgt aber, dass ãi,j´1 sogar Bild in U1 X U2 “ U3 hat, dann können wir
mod N mit Hilfe von Behauptung 32 einfach U1 durch U2 ersetzen. Wir können also
stets annehmen, dass wir Gleichung 5 anwenden können.

Jetzt ergibt sich zusammen, dass

γ ” rã1,j´1sU1 ‹ . . . ‹rãn,j´1sU2

” rb̃0,jsU1
loomoon

konstant

‹rã1,jsU1
‹rb̃1,js

´1
U1
‹rb̃i,jsU1

‹ . . . ‹ rb̃n,js
´1
U2

looomooon

konstant

” rã1,jsU1
‹ . . . ‹rãn,jsU2

Mündliche Anmerkung 21.18. Auch hier sollte angemerkt werden, dass a
priori die Ui der b̃i,j verschieden sein können, dann hilft uns aber wieder Be-
hauptung 32.

Damit ist die Induktion abgeschlossen und wir haben unser Ziel erreicht. �

Die beiden Teilschritte zeigen nun wie gewünscht ker Ψ “ N , und damit faktorisiert
unsere Abbildung

Ψ: π1pU1, x0q ‹π1pU2, x0q� π1pX,x0q

wie gewünscht über das amalgisierte Produkt über π1pU3, x0q.

Satz 21.19 (allgemeine Version von Seifert-van-Kampen (21.5 in der Vorle-
sung)). Sei X ein Raum, x P X, und U “ tUαuαPI eine offene Überdeckung
von X mit x P Uα für jedes α P I. Sei für α, β P I stets Uα X Uβ wegzusam-
menhängend. Die inklusionen

tια : π1pUα, xq Ñ π1pX,xqu .

induzieren eine Abbildung

ψ :
ž

π1pUα, xq� π1pX,xq.

Dann gilt:

1) ψ ist surjektiv.

2) Falls darüber hinaus Uα X Uβ X Uγ wegzusammenhängend für α, β, γ P I,
dann ist der Kern von ψ der Normalteiler erzeugt von

 

ια,βpωqιβ,αpωq
´1 | ω P π1pUα X Uβ , xq, α, β P I

(

.
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wobei

ια,β : Uα X Uβ ãÑ Uα

ιβ,α : Uβ X Uα ãÑ Uβ

die Inklusionen sind.

Mündliche Anmerkung 21.20. Man kann das im Wesentlichen aus dem üblichen
Satz von Seifert-van-Kampen folgern, indem man induktiv auf endlich viele
Mengen verallgemeinert. Für unendliche Mengen macht man dann ein Kolimes-
Argument, indem man ausnutzt, dass wegen Kompaktheit jeder Weg und jede
Homotopie schon in endlichen vielen der Ui liegen muss.

Für einen vollständigen Beweis siehe [Hat02, Satz 1.20].

Wir werden diese allgemeine Version nicht beweisen, wir begnügen uns mit einigen
Berechnungen. Vorlesung 21

Di 06 Jul 2021

22 CW-Komplexe

Definition 22.1 (k-Zelle). Eine k-Zelle, k ě 0, ist ein Raum der homöomorph
zu Dk ist. Eine offene k-Zelle ist eine ein Raum, der homöomorph zu Dk˝ ist,
wobei wie üblich

Dk :“
!

px, . . . , xkq |
ÿ

x2
i ď 1

)

Dk˝ :“
!

px1, . . . , xkq |
ÿ

x2
i ă 1

)

.

Wir nenen k die Dimension der Zelle.

Definition 22.2. CW-Komplex Ein CW-Komplex X ist ein Hausdorff-Raum,
der in offene Zellen tciuiPI zerfällt, wobei gilt:

Zu jeder k-Zelle ci Ď X existiert eine stetige Abbildung fi : D
k Ñ X,

sodass Dk˝ Ď Dk homöomorph auf ci und der Rand BDk “ Sk´1 Ď Dk in
eine Vereinigung von endlich vielen Zellen der Dimension ă k abgebildet
wird.

1.2. M Ď X ist genau dann offen, wenn M X fipD
kq für alle i P I offen ist.

Mündliche Anmerkung 22.3. C stet für ’closure finite’, und W steht für
’weak’.

Notation 22.4. Das k-Gerüst oder auch k-Skelett von X, notiert Xk, ist die
Vereinigung aller seiner Zellen der Dimension ď k.
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Bemerkung 22.5. Jeder CW-Komplex ist normal (und Hausdorff) sowie lokal
zusammenziehbar, d.h. jeder Punkt besitzt eine zusammenziehbare Umgebung.

Insbesondere ist jeder CW-Komplex

� lokal wegzusammenhängend

� (semi) lokal einfachzusammenhängend

und damit besitzt er eine universelle Überlagerung.

Frage 22.6. Wie bildet man einen CW-Komplex?

Meistens erfolgt das mit einer induktiven / rekursiven Konstruktion, indem wir nach-
einander die k-Skelette spezifizieren. Wir starten mit

1. X0, das 0-Gerüst, ist ein diskreter Raum (Punkte sind 0-Zellen).

2. Haben wir das k-Gerüst Xk, k ě 0 bereits gegebn, und eine Abbildung

ϕα : BDk`1 “ Sk ÝÑ Xk.

so können wir eine k ` 1-Zelle an Xk ’ankleben’. Dazu betrachte

Xk
Ů

Dk`1

x „ ϕαpxq
“: Xk Yϕα D

k`1.

so setzen wir
Xk`1 :“ Xk Ytϕαu pD

k`1qα.

indem wir alle k ` 1-Zellen gleichzeitig ankleben.

Bemerkung 22.7. Für endliche CW-Komplexe stimmen die Quotiententopolo-
gie und die schwache Topologie überein.

Mündliche Anmerkung 22.8. Für unendliche Räume erhalten wir genau die
Kolimestopologie.

Mündliche Anmerkung 22.9. Der Hawaiianische Ohrring ist kein CW-Komplex.

Notation 22.10. Ist X ein CW-Komplex, und existiert N , sodass X “ XN mit
N minimal, so heißt N die Dimension von X.

Beispiel 22.11. Ein 1-dimensionaler CW-Komplex heißt auch Graph. Er be-
steht aus 0-Zellen und 1-Zellen. Die 0-Zellen nennen wir Ecken oder auch Kno-
ten, die 1-Zellen Kanten.
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Abbildung 39: Einige Graphen als CW -Komplexe

Warnung. Man muss aufpassen, was passiert, wenn es unendlich viele Kan-
ten in einem Punkt gib.

Beispiel 22.13 (zwei-dimensional). Für eine Skizze siehe Abbildung 40.

Die Sphäre kann auch als CW-Komplex realisiert werden, indem wir eine 0-
Zelle und eine 2-Zelle verwenden. Starten wir mit einem Punkt, so gibt es eine
offensichtliche Abbildung BD2 Ñ X0 “ tSu. Wir kleben dann einfach den Rand
von D2 an den Punkt und erhalten sofort die Kugel.

Alternativ kann man Sn auch induktiv aufbauen, indem wir verwenden, dass Sn

der Äquator von Sn`1 ist, und dann jeweils 2 n ` 1-Zellen an Sn kleben, um
Sn`1 zu erhalten.

Schauen wir nun auf RPn :“ Sn
x „ ´x, so sehen wir, dass wir die beiden

Zellen, die wir für Sn bekommen haben, jeweils identifizieren. Wir können RPn
also realisieren als CW-Komplex mit einer 0, einer 1, . . . , und einer n-Zelle.
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Abbildung 40: CW-Komplex von Sn

Ein weiterer toller Punkt dieser auf den ersten Blick aufwendigeren Zellstruktur
für Sn ist, dass wir nun

S8 :“
8
ď

k“0

Sk.

als die unendlich-dimensionale Sphäre als CW-Komplex definiert / realisiert ha-
ben.

Der Torus kann ebenfalls so realisiert werden, hierzu benötigen wir eine 0-Zelle,
zwei 1-Zellen sowie eine 2-Zelle.

Erinnern wir uns an RP2 :“ S2

x „ ´x –
D2

x „ ´x für x P BD2. Damit er-

halten wir wieder eine Darstellung von RP2 als eine 0, eine 1 und eine 2-Zelle.

22.1 Berechnung der Fundamentalgruppe eines CW Komple-
xes Vorlesung 23

Di 13 Jul 2021
Satz 22.14 (Graphen). Sei X ein wegzusammenhängender Graph, und x0 P X

0,
d.h.

X “
ď

iPI0

e0
i

loomoon

X0

Y
ď

iPI1

e1
i

loomoon

1´Zellen

.

Dann gilt:
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(i) Es existiert J Ď I1, so dass

Y :“ X0 Y
ď

jPJ

e1
j .

ein maximaler Baum (ein zusammenziehbarer Graph, kombinatorisch: ein
kreisfreier, zusammenhängender Graph) in X ist.

(ii) Für J wie in piq gilt

π1pX,x0q –
ž

iPI1zJ

Z – ‹iPI1zJ Z.

Insbesondere ist die Fundamentalgruppe eines Graphen stets frei.

Mündliche Anmerkung 22.15. Auch hier begnügen wir uns mit Beispielen,
und führen keinen Beweis.

Beispiel 22.16. � Betrachte folgenden Graph:

Abbildung 41: Ein Graph mit markiertem Teilbaum (grün markiert)

der grün markierte Teilgraph ist nun ein Baum. Für die Berechnung der
Fundamentalgruppe ziehen wir nun den Baum zusammen, also erhalten
wir noch:

X » Y :“

Der zusammengezogene Raum Y ist dann tatsächlich homotop zum ur-
sprünglichen Raum X, und Y ist nun frei mit so vielen Erzeugern, wie es
Kanten in I1zJ gibt.

� Betrachte Z
x yb

Dann ist π1pZq “ 〈α, β |〉. Die Erzeuger sind gegeben durch a, bcb´1

� Ist Z 1 der folgende Graph:
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So sind die Erzeuger gegeben durch a, bcb´1, bd
Vorlesung 24
Sa 18 Sep 2021

Satz 22.17. Jede Überlagerung eines CW-Komplexes ist ein CW-Komplex. Ins-
besondere ist eine Überlagerung eines Graphen wieder ein Graph.

Beispiel 22.18. Betrachte die Überlagerung S1 Ñ S1 gegeben durch z ÞÑ z2,
d.h.

S1

z

S1

z2

p

Wir sehen nun, dass die beiden Hebungen der 1-Zelle von S1 nun die beiden 1-
Zellen von E sind. Betrachte nun als zweites Beispiel die rechte Überlagerungen,
wobei beide roten Zellen auf die rote abbilden, und die schwarze Zelle mittels
z ÞÑ z2 abbildet. Dann sehen wir ebenfalls wieder jeweils die beiden Hebungen
der beiden Zellen als vier 1-Zellen des Überlagerungsraums.

Beispiel 22.19. Betrachte die Überlagerung R Ñ S1 durch z ÞÑ eiz, dann
sind zunächst die Hebungen von S1 jeweils die Intervalle rn, n ` 1s in R. Wir
erweitern nun zu S1 _ S1 und hängen die entsprechenden Schleifen an den
Überlagerungsraum an. Dann ergibt sich folgendes Bild:
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Beispiel 22.20 (Universelle Überlagerung von S1 _ S1). Wir betrachten nun
noch die universelle Überlagerung von S1_S1, die durch den folgenden Cayley-
Graphen von F2 gegeben ist. Man beachte, dass die ’Rekursion’ im Bild zwar
unendlich fortgesetzt wird, es sich allerdings dennoch nicht um die Teilraumto-
pologie handelt, die Punkte ’konvergieren’ nicht. Wir bilden nun die horizontalen
Segmente, die dem Erzeuger a entsprechen, auf den roten Kreis ab, die vertikalen
auf den blauen.

Bild von [Dbe]

Korollar 22.21. Jede Untergruppe einer freien Gruppe ist frei.

Beweis*. Wir können die freie Gruppe durch einen Graphen mit entsprechend vielen
Schleifen darstellen. Untergruppen entsprechen nun aber Überlagerungen. Solch eine
Überlagerung ist aber wieder ein Graph und hat damit eine freie Fundamentalgruppe.
Also ist die Untergruppe frei!
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Satz 22.22 (2-dimensionale Komplexe). SeiX ein wegzusammenhängender Raum.
Gegebn eine Familie von Abbildungen

 

ϕα : BB2 “ S1 Ñ X
(

αPI

setze
Y :“ X

ď

tϕαu

ž

αPI

c2α

Wähle nun x0 P X, s0 P BB
2 und für alle α einen Weg

wα :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r0, 1s ÝÑ X
0 ÞÝÑ x0

1 ÞÝÑ ϕαps0q

Dann ist wα ˝ϕαpS
1q ˝w´1

α eine Schleife an x0. Sei nun N Ĳ π1pXq der Normal-
teiler erzeugt von

 

wαϕαpS
1qw´1

α | α P I
(

Die inklusionsinduzierte Abbildung

π1pXq Ñ π1pY q

ist nun surjektiv mit Kern N , d.h.

π1pY q – π1pXq
N

Beispiel 22.23. Wähle X als den Einpunktraum und nur eine triviale Schleife.
Dann erhalten wir Y “ S2, weil wir B2 entlang des Randes zu einem Punkt
verkleben. Der Satz sagt uns nun also:

π1pS
2q – 〈1〉

〈1〉 “ 〈1〉

Beispiel 22.24. Wir bauen nun den Torus auf, indem wir eine Scheibe entfernen
und mittels des Satzes wieder ankleben, siehe hierzu Abbildung 42. Man überlegt
sich nun, dass die Relation, entlang derer wir ankleben, aba´1b´1 ist, dann ergibt
sich als Quotient

π1pT
2q – π1pXq 〈

aba´1b´1
〉 – Z2

Wir wissen auch, dass wir den Torus als den Quotienten des Einheitsquadrates
schreiben können, das damit eine CW-Struktur aus zwei 1-Zellen und einer 2-
Zelle besitzt. Erneut stellen wir fest, dass wir die 2-Zelle entlang aba´1b´1 an
das 1-Skelett geklebt haben, und wir erhalten wieder Z2 als Fundamentalgruppe
des Torus.
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Vorlesung 24: Fundamentalgruppen von CW-Komplexen

X »

x0

S1 _ S1

Abbildung 42: Torus als S1 _ S1 und angeklebter B2

Beispiel 22.25. Wir wissen, dass RP2 als CW-Struktur aus einer Schleife her-
vorgeht, wenn wir die 2-Zelle entlang x ÞÑ x2 ankleben. Also ergibt sich

π1pRP2, xq “
〈
a|a2

〉
“ Z

2Z

Korollar 22.26. SeiG eine Gruppe. Dann existiert ein CW-Komplex mit π1pXq –
G.

Beweis. Sei G “ 〈E|R〉 eine Darstellung der Gruppe. Setze nun X0 “ tx0u als das
0-Gerüst. Für jeden Erzeuger e P E kleben wir nun eine 1-Zelle an das 0-Gerüst an,
wir erhalten also bereits

π1pX
1q –

ž

iPI1“E

Z – 〈E|〉

Für jede Relation r P R der Form

r “ r1r2 . . . rk

mit ri P E klebe eine 2-Zelle cr an X1 bezüglich der Abbildung

ϕr :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BB2 ÝÑ X1

ÞÝÑ r1r2 . . . rk

Nach Theorem 22.22 sind wir nun fertig.

Satz 22.27 (Höhere Zellen zählen nicht). SeiX wegzusammenhängend, ϕ : BBk Ñ
X stetig mit k ě 3. Setze

Y :“ X
ď

ϕ

Bk

Dann ist die Inklusionsabbildung π1pXq Ñ π1pY q ein Isomorphismus.
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Vorlesung 24: Fundamentalgruppen von CW-Komplexen

Korollar 22.28. Sei X ein wegzusammenhängender CW-Komplex und x P X0

ein Basispunkt. Dann ist

π1pX,xq “ π1pX
2, xq

wobei wir mit X2 das 2-Gerüst von X bezeichnen.

Beispiel 22.29. Wenn wir nun RPn betrachten wollen, so wissen wir, dass es
sich um die gleiche 2-Struktur handelt wie die von RP2, also wissen wir

π1pRPnq – π1pRP2q – Z{2Z

Satz 22.30 (Borsuk-Ulam). Für jede stetige Abbildung f : S2 Ñ R2 existiert
ein x P S2 mit fpxq “ fp´xq.

Beispiel 22.31. Betrachte z.B. die Funktion, die einem Punkt auf der Erdober-
fläche seine Temperatur und seinen Luftdruck zuordnet. Dann sagt uns Borsuk-
Ulam, dass es zwei Antipoden auf der Erde gibt, die den gleichen Luftdruck und
die gleiche Temperatur besitzen.

Beweis. Angenommen, fpxq ‰ fp´xq für alle x P S2. Dann ist

g :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S2 ÝÑ S1

x ÞÝÑ
fpxq´fp´xq

‖fpxq´fp´xq‖

wohldefiniert. Wir erhalten nun

gp´xq “
fp´xq ´ fpxq

‖fp´xq ´ fpxq‖
“ ´

fpxq ´ fp´xq

‖fpxq ´ fp´xq‖
“ ´gpxq

also faktorisiert g und wir erhalten ein g, sodass

S2 S1

RP2 RP1

g

p

g

Sei nun w ein Weg von x0 P S
2 zu ´x0. Dann ist rppwqs P π1pRP2, ppx0qq – Z{2 ein

Erzeuger; die Klasse ist nicht trivial, weil ihre Hebung w keine Schleife ist. Es ist gpwq
ein Weg von gpx0q nach gp´x0q “ ´gpx0q. Also ist in π1pRP1, ppgpx0qq wieder

0 ‰ rppgpwqqs “ rgpppwqqs “ g˚rppwqs “ 0

Denn jede Abbildung Z{2 – π1pRP2q Ñ π1pRP1q – Z ist trivial.  .

22 CW-KOMPLEXE 188



Vorlesung 24: Fundamentalgruppen von CW-Komplexen

Korollar 22.32. S2 ist kein Teilraum von R2.

Bemerkung 22.33. Das ganze gilt auch für Abbildungen Sn Ñ Rn für jedes
n ě 1.

Für n “ 1 konstruieren wir wie oben g : S1 Ñ S0, und dann gpxq “ ´gpxq ‰
gpxq, aber S1 ist zusammenhängend und S0 ist diskret. Also ist jede stetige
Abbildung S1 Ñ S0 konstant.

Den Fall n ě 2 werden wir in der Topologie I (oder vielleicht auch Topologie II)
sehen.

23 Ausblick

Wir haben bereits den Funktior π1 kennegelernt, der uns

π1pS
nq –

#

Z n “ 1

0 n ‰ 1

liefert. Außerdem wissen wir bereits, dass die Sn beispielsweise als Bausteine von
CW-Komplexen von fundamentaler Bedeutung sind.

Ziel. Wir wollen für jedes k P N einen Funktor Fk mit

FkpS
nq –

#

Z k “ n

0 sonst

konstruieren.

Warnung. Man käme in Versuchung, Fk “ πk zu setzen, das funktioniert aber nicht,
denn es ist z.B. π3pS

2q ‰ 0.

Es sei angemerkt, dass πk trotzdem interessant, allerdings sehr schwer zu berechnen.

Stattdessen betrachten wir Homologie, notiert H‚, diese ist

� schwieriger zu definieren

� relativ leicht zu berechnen, insbesondere für CW-Komplexe

� immer abelsch

Dual dazu gibt es die sogenannte Kohomologie, notiert H‚.

� Diese hat noch mehr Struktur, z.B. eine Ringstruktur.

� Damit können wir z.B. den Fall n ě 2 von Borsuk-Ulam zeigen.

In Topologie I werden wir nun H‚ und H‚ einführen und wichtige Sätze über sie
beweisen.

In der Topologie II werden wir die Homologie von Mannigfaltigkeiten, insbesondere die
Poincare-Dualität, untersuchen. Ebenfalls werden wir den Zusammenhang zwischen
πnund Hn untersuchen.
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Teil III

Anhang

A Übungsblätter

1. Übungsblatt

Aufgabe 1.1. Es sei pX, dq ein metrischer Raum und x P X ein Punkt. Dann
ist die Abbildung

dx : X Ñ R
y ÞÑ dpx, yq

stetig.

Aufgabe 1.2. Wir betrachten die Menge Ną0 mit der euklidischen Metrik d1,
d.h. d1pn,mq :“ |n ´ m|, der diskreten Metrik d2 und der Metrik d3 gegeben
durch d3pn,mq :“ | 1n ´

1
m |.

i) Die Metriken d1, d2 und d3 sind paarweise nicht äquivalent.

ii) Die Metriken d1, d2 und d3 induzieren dieselbe Topologie auf Ną0.

Aufgabe 1.3. Auf N betrachten wir die Menge von Teilmengen Oko´endl für die
gilt: U P Oko´endl genau dann wenn U leer oder NzU endlich ist.

i) Oko´endl ist eine Topologie auf N (die ko-endliche Topologie).

ii) Es seien U1, U2 P Oko´endl nicht leer. Dann ist auch U1 X U2 nicht leer.

iii) Sei pX, dq ein metrischer Raum. Dann ist jede stetige Abbildung f : pN,Oko´endlq Ñ

pX, dq konstant.

iv) pN,Oko´endlq ist nicht metrisierbar.

Aufgabe 1.4. Es sei Y “ ta, bu, mit der Topologie T “ tH, tau, Y u. Zudem sei
X ein topologischer Raum.

i) Eine Abbildung f : X Ñ Y ist stetig genau dann, wenn f´1paq Ď X offen
ist.

ii) Die Zuordnung

tstetige Abbildungen X Ñ Y u Ñ toffene Teilmengen in Xu

f ÞÑ f´1paq
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ist bijektiv.

2. Übungsblatt

Aufgabe 2.1. Sei p : X Ñ Y eine stetige Abbildung. Ein Schnitt von p ist eine
stetige Abbildung s : Y Ñ X mit p ˝ s “ idY .

i) Besitzt p einen Schnitt, so ist p surjektiv ist und die Topologie auf Y ist
die Quotiententopologie bezüglich der Abbildung p.

ii) Gib zwei verschiedene Schnitte für die Abbildung R2 Ñ R, px, yq ÞÑ x ` y
an.

Aufgabe 2.2. Es sei X ein topologischer Raum und tXiuiPI eine Familie von
Teilmengen von X mit X “

Ť

iPI Xi. Sei

i) Xi offen für alle i P I oder

ii) Xi abgeschlossen für alle i P I und I endlich.

Sei f : X Ñ Y eine Abbildung. Dann sind folgenden Aussagen äquivalent:

a) Die Abbildung f ist stetig.

b) Jede der eingeschränkten Abbildungen f |Xi : Xi Ñ Y mit i P I ist stetig.

Aufgabe 2.3. Jeder metrisierbare topologische Raum ist normal.

Aufgabe 2.4. Es sei X ein topologischer Raum und A,B Ď X kompakte Un-
terräume (d.h. kompakt als topologische Räume mit der Unterraumtopologie).

i) Die Vereinigung AYB Ď X ist ein kompakter Unterraum.

ii) Wenn X Hausdorffsch ist, dann ist auch AXB kompakt.

iii) Die Teilraumtopologie auf R als Teilraum der Gerade mit zwei Ursprüngen
ist die euklidische Topologie. Also ist das Intervall r´1, 1s als Teilmenge
der Geraden mit zwei Ursprüngen kompakt.

iv) Geben Sie ein Beispiel für X, A und B an, sodass A und B kompakt sind,
aber AXB nicht.

3. Übungsblatt

Aufgabe 3.1. Es sei X ein normaler topologischer Raum und A Ď X ein Un-
terraum.

i) Ist A abgeschlossen, so ist A normal.

ii) Gib ein Beispiel für X und A, so dass A nicht normal ist.
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Hinweis: Für diese Teilaufgabe heißt normal nur folgendes: Für disjunkte
abgeschlossene Teilmengen B1, B2 gibt es disjunkte offene Umgebungen.
D.h. es genügt ein Beispiel in dem X nicht notwendig Hausdorffsch ist.
Beispiele mit X Hausdorffsch gibt es auch, sind aber deutlich schwieriger
zu finden.

iii) Es sei f : X Ñ Y eine stetige, surjektive und abgeschlossene Abbildung.
Dann ist auch Y normal.

Hinweis: Schritte im Beweis von iii), die genau analog sind zu solchen im Beweis
von Satz 5.11, müssen nicht neu bewiesen werden. Ein Verweis genügt.

Aufgabe 3.2. i) Es sei X eine Menge und S eine Menge von Teilmengen von
X. Sei

T pSq :“

#

ď

iPI

ni
č

k“1

Si,k | Si,k P S, ni ě 0

+

.

Hinweis: X ist als leerer Schnitt (d.h. ni “ 0 für ein i P I) in T pSq
enthalten.

a) T pSq ist eine Topologie auf X.

b) Ist O eine Topologie auf X mit S P O für alle S P S, so gilt T pSq Ď O.

ii) Es sei X ein metrischer Raum, t ą 0. Welche der folgenden Mengen von
Teilmengen von X bilden eine Basis der induzierten Topologie auf X?

a) Ut :“ tUpx, εq | x P X, ε ă tu.

b) U 1t :“ tUpx, εq | x P X, ε ą tu.

c) U2 :“ tUpx, 1
n q | x P X,n P Ną0u.

Aufgabe 3.3. Zeige, dass S :“ tp´8, aq | a P RuYtpa,8q | a P Ru eine Subbasis
der euklidischen Topologie auf R ist. Benutze diese um nochmal zu zeigen, dass
das Einheitsintervall r0, 1s kompakt ist.

Aufgabe 3.4. Für eine Abbildung f : X Ñ Y zwischen topologischen Räumen
bezeichne

Γpfq “ t px, fpxqq | x P Xu Ď X ˆ Y

den Graph von f , versehen mit der Unterraumtopologie der Produkttopologie
auf X ˆ Y .

i) Die Abbildung
pX |Γpfq : Γpfq Ñ X ; px, yq ÞÑ x

ist eine stetige Bijektion.

ii) pX |Γpfq ist genau dann offen (also ein Homöomorphismus), wenn f stetig
ist.
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4. Übungsblatt

Aufgabe 4.1. Es sei f : X Ñ Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen
Räumen und U Ď X ein Unterraum.

i) Es gilt fpUq Ď fpUq.

ii) Sei U dicht in X, Y Hausdorffsch und g : X Ñ Y eine weitere stetige
Abbildung mit g|U “ f |U , d.h. gpuq “ fpuq für alle u P U . Dann gilt
bereits g “ f .

Aufgabe 4.2 (15 Punkte). Für n P N sei

Cn :“

3n´1
2
ď

i“0

r 2i
3n ,

2i`1
3n s Ď R.

Dann ist Cn mit der Teilraumtopologie abgeschlossen. Sei C :“
Ş

nPN Cn. Als
Schnitt abgeschlossener Mengen ist C Ď R abgeschlossen. Da C auch beschränkt
ist, ist C kompakt. C heißt Cantor Menge. Weiterhin lässt sich jedes x P r0, 1s
in triadischer Darstellung schreiben, d.h. als x “

ř8

i“1
ai
3i mit ai P t0, 1, 2u.

i) C besteht gerade aus den Punkten von r0, 1s für die eine triadische Dar-
stellung mit ai P t0, 2u existiert.

ii) Für alle Punkte in C ist die triadische Darstellung mit ai P t0, 2u eindeutig.

iii) C ist homöomorph zu
ś8

i“1t0, 2u.

iv) C ist homöomorph zu C ˆ C.

Aufgabe 4.3 (Ein-Punkt-Kompaktifizierung, (15 Punkte)). Wir zeigen in dieser
Aufgabe, dass man jeden lokal-kompakten Hausdorff-Raum durch Hinzufügen
eines Punktes in einen kompakten Raum einbetten kann.
Es sei X ein topologischer Raum. X heißt lokal-kompakt, wenn es für jeden Punkt
x P X und jede Umgebung U von x eine kompakte Umgebung K Ď U von x
gibt, die in U enthalten ist.

Es sei nun X ein lokal-kompakter Hausdorffraum. Dann definieren wir die Ein-
Punkt-Kompaktifizierung von X als X` “ X Yt8u, und nennen eine Teilmenge
U Ď X` offen genau dann, wenn entweder U Ď X eine offene Teilmenge von X
ist oder wenn8 P U ist und X`zU Ď X kompakt ist mit der Unterraumtopologie
von X.

i) Dies definiert eine Topologie auf X`, mit der die Inklusion X Ñ X` stetig
und offen ist.

ii) X` ist kompakt und Hausdorffsch.

iii) Für die Menge Ną0 der natürlichen Zahlen (ohne 0) mit der diskreten
Topologie ist die Ein-Punkt-Kompaktifizierung N`ą0 homöomorph zu t 1

n |
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n P Ną0u Y t0u Ď R ist.

iv) Sei s : Y Ñ X ein Schnitt einer beliebigen stetigen Abbildung f : X Ñ Y ,
dann ist spY q abgeschlossen.

v) X ist offen in βpXq.

5. Übungsblatt

Aufgabe 5.1 (Zusammenhängend ‰ Wegzusammenhängend). Es gilt laut Vor-
lesung, dass jeder wegzusammenhängende topologische Raum auch zusammenhängend
ist. In dieser Aufgabe zeigen wir, dass die Umkehrung nicht gilt.

Der Raum S sei definiert als folgender Unterraum des R2:

S “
!

ˆ

x, sin
1

x

˙

P R2 | x ą 0
)

Y t0u ˆ r´1, 1s.

(Mit anderen Worten: S ist der Abschluss, in R2, des Graphen der Funktion x ÞÑ sin 1
x

für x ą 0.)

Zeige:

i) Der Raum S ist zusammenhängend.

ii) Der Raum S ist nicht wegzusammenhängend.

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

-1

1

Abbildung 43: Sinuskurve des Topologen

Aufgabe 5.2. Es seien X und Y zusammenhängende Räume. Zeige:

i) Dann ist auch X ˆ Y zusammenhängend.

ii) Wenn X und Y beide mehr als ein Element besitzen, dann ist auch X ˆ

Y ztpx, yqu für ein festes px, yq P X ˆ Y zusammenhängend.

iii) Es gibt keinen topologischen Raum X, sodass R homöomorph zu X ˆX
ist.

Aufgabe 5.3. Es sei X ein topologischer Raum. Eine Folge pxiqiě1, xi P X
konvergiert gegen x P X, wenn für jede Umgebung U von x alle bis auf endlich
viele xi in U enthalten sind. Dann heißt x Limes oder Grenzwert der Folge.

i) Sei X Haussdorffsch. Dann ist x eindeutig.
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ii) Gib ein Beispiel einer Folge in einem topologischen Raum mit zwei unter-
schiedlichen Grenzwerte.

iii) Sei f : X Ñ Y , and pxiqiě1 eine konvergente Folge in X. Beweise oder
widerlege: pfpxiqqiě1 konvergiert gegen fpyq.

iv) Sei psiqiě1 eine Folge stetiger Funktionen si : X Ñ Y und Y ein metrischer
Raum. psiqiě1 konvergiere gleichmäßig gegen eine Funktion s : X Ñ Y ,
d.h. für jedes ε ą 0 existiert eine N P N so dass für alle x P X, n ě N gilt
dpsipxq, spxqq ă ε. Zeige, dass s stetig ist.

Aufgabe 5.4. Es sei X ein topologischer Raum. Wir sagen, dass X folgenkom-
pakt ist, wenn jede Folge pxiqiPN in X eine konvergente Teilfolge hat.

i) Zeige, dass ein kompakter metrischer Raum X folgenkompakt ist.

ii) Beweise das Lebesgue-Lemma:

Es sei X ein folgenkompakter metrischer Raum und pUiqiPI eine offene
Überdeckung von X. Dann gibt es ein ε ą 0 sodass für jede Teilmenge A
mit Durchmesser D ă ε ein i P I existiert, sodass A Ď Ui gilt.
(Der Durchmesser eines metrischen Raumes A ist suptdpx, yq | x, y P Au.)

iii) Zeige, dass ein folgenkompakter metrischer Raum X kompakt ist.

6. Übungsblatt

Aufgabe 6.1 (Der Erweitreungssatz von Tietze v.2). Sei X ein normaler Raum,
A Ď X abgeschlossen.

(i) Jede stetige Funktion f : AÑ ra, bs mit a ă b lässt sich fortsetzen zu einer
stetigen Funktion f : X Ñ ra, bs.

(ii) Nach (i) lässt sich jede stetige Funktion f : AÑ p´1, 1q fortsetzen zu einer
stetigen Funktion s : X Ñ r´1, 1s. Setze D :“ s´1p´1q Y s´1p1q. Zeige,
dass es eine stetige Funktion ϕ : X Ñ r0, 1s gibt mit ϕpDq “ t0u und
ϕpAq “ t1u.

(iii) Sei h : X Ñ p´1, 1q die Abbildung hpxq “ ϕpxq ¨ spxq. Zeige, dass h
tatsächlich Bild in p´1, 1q hat und dass h f fortsetzt.

(iv) Jede stetige Funktion f : A Ñ R lässt sich fortsetzen zu einer stetigen
Funktion f : X Ñ R.

Hinweis: R – p´1, 1q.

Aufgabe 6.2. (i) Sei X :“
ś8

i“0r0, 1s. Definiere D : X ˆX Ñ R durch

DppxnqnPN, pynqnPNq :“ sup

"

|xn, yn|
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n P N
*

.
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D ist eine Metrik auf X und induziert die Produkttopologie auf X.

(ii) Ein kompakter Hausdorff-Raum ist metrisierbar genau dann, wenn er eine
abzählbare Basis besitzt.

(Erinnerung: Kompakte Hausdorff-Räume sind normal.)

Aufgabe 6.3. (i) Sei X :“
ś

r0,1st0, 1u. Zeige, dass X kompakt, aber nicht
folgenkompakt ist.

Hinweis: Betrachte die Folge paiqiě1 so dass x “
ř8

i“1
aipxq

2i .

(ii) Gegeben sei eine total geordnete Menge pX,ďq. Für Punkte a, b P X Y

t˘8u definiere das Intervall pa, bq :“ tx P X | a ă x ă bu. Solche Intervalle
bilden eine Basis einer Topologie auf X, die Ordnungstopologie. Für zwei
total geordnete Mengen pX,ďq und pY,ďq ist die lexikographische Ordnung
auf X ˆ Y definiert als: py1, z1q ă py2, z2q genau dann, wenn y1 ă y2, oder
y1 “ y2 und z1 ă z2.

Sei ω1 die kleinste überabzählbare Ordinalzahl. Der abgeschlossene lange
Strahl L wird definiert als das kartesische Produkt ω1 ˆ r0, 1q, ausgestat-
tet mit der Ordnungstopologie von der lexikographischen Ordnung. (Zum
Beispiel ist R – Nˆ r0, 1q.) Beweise:

(a) Jede monoton steigende Folge in L konvergiert.

(b) Jede Folge in L hat eine monotone Teilfolge.

(c) L ist folgenkompakt.

(d) L ist nicht kompakt.

(Hinweis: Benutze ohne Beweis, dass jede steigende Folge von Ordinalzah-
len konvergiert und dass ω1 nicht der Limes einer Folge von abzählbaren
Ordinalzahlen ist.)

Aufgabe 6.4. Sei C eine Kategorie und X P obpCq. Die Kategorie C{X der Ob-
jekte über X ist die Kategorie mit Objekten obpC{Xq :“ tpY, fq | Y P obpCq, f P
MorCpY,Xqu und MorC{XppY, fq, pZ, gqq “ th P MorCpY,Zq | f “ g ˝hu, d.h. sol-
che Abbildungen, die mit f und g kommutieren. Analog ist die Kategorie X{C der
Objekte unter X die Kategorie mit Objekten obpX{Cq :“ tpY, fq | Y P obpCq, f P
MorCpX,Y qu und MorX{CppY, fq, pZ, gqq “ th P MorCpY, Zq | h ˝ f “ gu, d.h.
wieder solche Abbildungen, die mit f und g kommutieren.

(i) Zeige, dass C{X und X{C mit der offensichtlichen Verknüpfung von Mor-
phismen tatsächlich Kategorien sind.

(ii) Sei ˚ P Top ein Einpunktraum. Zeige Top {˚ is isomorph zu Top und
˚{Top ist isomorph zu Top˚, wobei Top˚ die Kategorie der punktierten
topologischen Räume ist.

Bemerkung: Im Englischen heißen C{X und X{C overcategory bzw. undercate-
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gory. Im Deutschen ist aber zumindest Unterkategorie missverständlich.

7. Übungsblatt

Aufgabe 7.1. Sei C eine Kategorie.

(i) Terminale Objekte in C sind eindeutig bis auf einen eindeutigen Isomor-
phismus.

(ii) Sei I eine kleine Kategorie und X : I Ñ C ein Funktor. Sind pL, siq und
pL1, s1iq Limiten von X, so gibt es einen eindeutigen Isomorphismus f : LÑ
L1 mit s1i ˝ f “ si für alle i P obpIq.

Hinweis: Die analoge Aussage gilt für initiale Objekte und Kolimiten.

Aufgabe 7.2. Für X P obpTopq sei π0pXq P obpSetq die Menge der Wege-
komponenten von X, d.h. die Menge der maximalen wegzusammenhängenden
Teilräume.

(i) Definiere π0 auf Morphismen derart, dass π0 : Top Ñ Set ein Funktor ist.

(ii) Gib eine natürliche Transformation vom Vergissfunktor F : Top Ñ Set
nach π0 an.

Aufgabe 7.3. Ein Funktor F : C Ñ D ist genau dann eine Äquivalenz, wenn

i) F ist essenziell surjektiv, d.h. für alle X P obpDq exisitiert ein Y P obpCq,
so dass F pY q und X isomorph sind, und

ii) F ist volltreu, d.h. für alleX,Y P obpCq ist F : MorCpX,Y q Ñ MorDpF pXq, F pY qq
eine Bijektion.

Hinweis: Zur Konstruktion des Inversen wähle für jedes X ein Y und einen
Isomorphismus f : F pY q Ñ X.

Aufgabe 7.4. Sei I eine kleine Kategorie und X : I Ñ Top ein Funktor.

(i) Der Raum tpxiqiPI P
ś

iPI Xi | hpxiq “ xj @h P MorIpi, jqu zusammen mit
den von den Projektionen induzierten Abbildungen ist ein Limes von X.
Also ist Top vollständig, d.h. alle Limiten in Top existieren.

(ii) Der Raum
š

iPI Xi{ „ mit der Äquivalenzrelation erzeugt von hpxiq „ xj
für alle h P MorIpi, jq zusammen mit den von den Inklusionen induzierten
Abbildungen ist ein Kolimes von X. Also ist Top kovollständig, d.h. alle
Kolimiten in Top existieren.

8. Übungsblatt

Erinnerung: Ab jetzt sind alle Abbildungen stetig.

A ÜBUNGSBLÄTTER 197



Aufgabe 8.1. i) Die Homotopiekategorie hTop ist tatsächlich eine Katego-
rie, d.h. Komposition von Homotopieklassen von Abbildungen ist wohlde-
finiert.

ii) Die Isomorphismen in hTop sind gerade die Homotopieäquivalenzen, d.h.
für f : X Ñ Y ist rf s P MorhToppX,Y q genau dann ein Isomorphismus,
falls g : Y Ñ X existiert mit g ˝ f „ idX und f ˝ g „ idY .

Aufgabe 8.2. Es seien pX,xq und pY, yq zwei punktierte topologische Räume.
Zeige, dass es einen kanonischen Isomorphismus

π1pX ˆ Y, px, yqq – π1pX,xq ˆ π1pY, yq

gibt.

Aufgabe 8.3. Sei X ein topologischer Raum.

i) Der Kegel CX :“ pX ˆ r0, 1sq{pX ˆ t1uq ist zusammenziehbar, d.h. homo-
topieäquivalent zum Einpunktraum.

ii) Eine Abbildung f : X Ñ Y ist homotop zu einer konstanten Abbildung
genau dann, wenn F : CX Ñ Y existiert mit fp´q “ F p´, 0q.

iii) CSn ist homöomorph zu Dn`1, insbesondere ist eine Abbildung f : Sn Ñ
X genau dann homotop zu einer konstanten Abbildung, wenn f sich auf
Dn`1 fortsetzen lässt.

Aufgabe 8.4. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass punktierte Abbildungen
f : pX,xq Ñ pY, yq Gruppenhomomorphismen f˚ : π1pX,xq Ñ π1pY, yq induzie-
ren.

i) Wenn zwei punktierte Abbildungen f, g : pX,xq Ñ pY, yq punktiert homo-
top sind, dann stimmen die induzierten Abbildungen f˚ und g˚ überein.

ii) Für punktiert homotopieäquivalente Räume pX,xq und pY, yq, d.h. es gibt
punktierte Abbildungen in beide Richtungen, deren Kompositionen punk-
tiert homotop zu den Identitäten sind, sind die Fundamentalgruppen π1pX,xq
und π1pY, yq isomorph.

iii) π1pRn, 0q – 0.

9. Übungsblatt

Aufgabe 9.1. i) Es seien p : E Ñ X und p1 : E1 Ñ X 1 Überlagerungen. Dann
ist auch die Produkt-Abbildung

pˆ p1 : E ˆ E1 Ñ X ˆX 1
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eine Überlagerung. Wie hängt die Blätterzahl der Produkt-Überlagerung
von den ursprünglichen Blätterzahlen ab?

ii) Es seien f : Y Ñ X und p : E Ñ X stetige Abbildungen. Erinnerung: Das
Faserprodukt Y ˆX E ist der Unterraum

Y ˆX E “ tpy, eq P Y ˆ E | fpyq “ ppequ,

mit der Teilraumtopolgie der Podukttopologie auf Y ˆ E zusammen mit
den Projektionen auf Y und E.

Zeige, dass
Y ˆX E Ñ Y, py, eq ÞÑ y

eine Überlagerung ist, falls die Abbildung p : E Ñ X eine Überlagerung
ist. Wie hängt die Blätterzahl dieser zurückgezogenen Überlagerung von
der Blätterzahl von p ab?

iii) Es sei nun U ãÑ X die Inklusion eines Unterraums und p : E Ñ X eine
Überlagerung. Dann ist die Überlagerung UˆXE Ñ U aus ii) homöomorph
zu p´1pUq Ñ U , d.h.

U ˆX E p´1pUq

U

–

p|p´1pUq

Aufgabe 9.2. Es seien X,Y und Z topologische Räume und q : X Ñ Y und
p : Y Ñ Z stetige Abbildungen.

i) Wenn p und q Überlagerungen sind und zudem p endliche Blätterzahl hat,
dann ist auch p ˝ q eine Überlagerung.

ii) Ist Z lokal wegzusammenhängend, q surjektiv und sind p und p˝q Überlagerungen,
dann ist auch q eine Überlagerung.

Aufgabe 9.3. Berechne π1pRPn, x0q für alle n ě 1 und einen beliebigen Basis-
punkt x0.

Aufgabe 9.4. Zeige, dass π1pS
1 _ S1, x0q nicht abelsch ist. Da S1 _ S1 wegzu-

sammenhängend ist, hängt die Aussage nicht von der Wahl von x0 ab.

10. Übungsblatt

Aufgabe 10.1. Wir bezeichnen mit SpXq die Menge der freien Homotopieklas-
sen von Schleifen in einem Raum X, also Homotopieklassen stetiger Abbildungen
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f : S1 Ñ X, wobei Basispunkte keine Rolle spielen.

i) Für jeden Basispunkt x P X induziert das
”
Vergessen des Basispunktes“

eine wohldefinierte Abbildung

π1pX,xq Ñ SpXq .

ii) Die Vergiss-Abbildung ist genau dann surjektiv, wennX wegzusammenhängend
ist.

iii) Zwei Elemente aus π1pX,xq haben genau dann dasselbe Bild unter der
Vergiss-Abbildung, wenn sie in der Gruppe π1pX,xq konjugiert sind. Das
heißt, dass w, w1 P π1pX,xq genau dann dasselbe Bild in SpXq haben,
wenn ein γ P π1pX,xq existiert, sodass w “ γ ˚ w1 ˚ γ´1.

iv) Folgere, dass die Vergiss-Abbildung

π1pS
1, 1q Ñ SpS1q

für X “ S1 eine Bijektion ist.

Aufgabe 10.2 (Brouwer’scher Fixpunkt-Satz). Jede stetige Selbstabbildung f : D2 Ñ

D2 der Kreisscheibe D2 hat einen Fixpunkt.

Hinweise:

i) Zeige, dass der Kreis S1 nicht Retrakt der Kreisscheibe D2 ist, dass al-
so keine stetige Abbildung r : D2 Ñ S1 existiert, sodass r|S1 “ idS1 die
Identität auf S1 ist.

ii) Angenommen es gäbe eine stetige Abbildung f : D2 Ñ D2 ohne Fixpunkt.
Konstruiere aus diesem f eine neue Abbildung g : D2 Ñ S1 wie folgt:
g bildet einen Punkt x P D2 auf denjenigen Kreispunkt ab, der auf der
Geraden durch x und fpxq auf der Seite von x liegt. Zeige, dass dieses g
eine wohldefinierte und stetige Abbildung ist.

Bemerkung Der Brouwer’sche Fixpunktsatz gilt auch für Selbstabbildungen
von Dn. Man kann denselben Beweis verwenden, sobald man eine angemessene
Verallgemeinerung der Fundamentalgruppe auf höhere Dimensionen hat. Mit
zwei solchen Invarianten, Homologie- und Homotopiegruppen, werden sich die
nächsten Topologiekurse beschäftigen.

Aufgabe 10.3. Klassifiziere bis auf Isomorphie alle Überlagerungen p : E Ñ

S1_D1, deren Totalraum E kompakt und wegzusammenhängend ist. Dabei soll
jeweils ein explizites Model konstruiert werden.

Aufgabe 10.4. Es sei G eine topologische Gruppe (z.B. eine Lie-Gruppe), das
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heißt eine Gruppe pG, ¨, eq mit einer Topologie auf der unterliegenden Menge von
G, sodass die Multiplikation

¨ : GˆGÑ G

und die Bildung von Inversen

p q´1 : GÑ G

stetig sind. Zeige, dass π1pG, eq eine abelsche Gruppe ist.

Hinweis: Zeige folgendes Resultat, welches als Eckmann-Hilton Argument be-
kannt ist:
Es sei G eine Menge mit zwei Verknüpfungen ¨ und ˚ und Elementen e und e1,
sodass sowohl pG, ¨, eq als auch pG, ˚, e1q Gruppen sind. Es gelte zudem für alle
a, b, c, d P G die Austauschrelation

pa ¨ bq ˚ pc ¨ dq “ pa ˚ cq ¨ pb ˚ dq.

Zeige, dass dann e “ e1 gilt, die Multiplikationen ¨ und ˚ übereinstimmen und
die Gruppe G mit dieser Multiplikation abelsch ist.

11. Übungsblatt

Aufgabe 11.1. Es sei G eine Gruppe und E ein G-Raum, d.h. E ist eine rechts
G-Menge, so dass die Abbildung cg : E Ñ E, e ÞÑ eg stetig ist für alle g P G.
Die G-Wirkung heißt frei und eigentlich diskontinuierlich falls jeder Punkt e P E

eine Umgebung U besitzt, so dass für alle g P G
t1u gilt, dass U XUg “ H. Wir

bezeichnen mit E{G den Quotientenraum von E nach der Äquivalenzrelation
e „ eg für alle e P E und g P G.

i) Für jede freie und eigentlich diskontinuierliche Wirkung einer Gruppe G
auf einem Raum E ist die Quotientenraumprojektion

E Ñ E{G

eine Überlagerung.

ii) Sei E ein einfach-zusammenhängender Raum, auf dem eine Gruppe G frei
und eigentlich diskontinuierlich wirkt. Für e P E ist die Fundamentalgrup-
pe π1pE{G, eq isomorph zu G.

iii) Die Wirkung von Z ¸ Z auf R2 aus der Vorlesung ist frei und eigentlich
diskontinuierlich.

Aufgabe 11.2. Es bezeichne K “ r0, 1s ˆ r0, 1s{ppx, 0q „ px, 1q und p0, yq „
p1, 1´yqq die Kleinsche Flasche und T “ r0, 1sˆr0, 1s{ppx, 0q „ px, 1q und p0, yq „
p1, yqq den Torus. Da T – S1 ˆ S1 gilt π1pT, x0q – Z2 für jeden Basispunkt
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x0 P T .

K “ a a

b

b

T “ a a

b

b

Es seien n,m ą 0 zwei ganze Zahlen. Wir betrachten die Teilmenge

nZ¸mZ “ tpnk,mlq | k, l P Zu Ď Z¸ Z.

i) nZ¸mZ ist eine Untergruppe von Z¸Z. Diese ist für m gerade isomorph
zu Zˆ Z und für m ungerade isomorph zu Z¸ Z.

ii) Konstruiere (notwendigerweise pn¨mq-blättrige) zusammenhängende Überlagerungen
pn,m : T Ñ K für m gerade und pn,m : K Ñ K für m ungerade, sodass die
charakteristische Untergruppe in π1pK, ˚q – Z¸ Z genau nZ¸mZ ist.

Bemerkung: Nicht jede Untergruppe von Z¸Z hat die Form nZ¸mZ. Jedoch
hat jede endliche Überlagerung der Kleinschen Flasche als Totalraum entweder
den Torus oder die Kleinsche Flasche selbst, d.h. alle Untergruppen von endli-
chem Index sind isomorph zu Z2 oder Z¸ Z.

Aufgabe 11.3. Sei p : E Ñ X eine Überlagerung von zusammenhängenden
und lokal weg-zusammenhängenden Räumen. Dann sind die folgenden Aussa-
gen äquivalent.

i) Es gibt ein x P X so dass die Decktransformationsgruppe ∆ppq transitiv
auf p´1pxq wirkt.

ii) Für alle x P X wirkt die Decktransformationsgruppe ∆ppq transitiv auf
p´1pxq.

iii) Es gibt ein e P E so dass die charakteristische Untergruppe p˚pπ1pE, eqq
ein Normalteiler von π1pX, ppeqqq ist.

iv) Für alle e P E ist die charakteristische Untergruppe p˚pπ1pE, eqq ein Nor-
malteiler von π1pX, ppeqqq.

v) Die von p induzierte Abbildung

E{∆ppq Ñ X

ist ein Homöomorphismus, wobei E{∆ppq den Quotientenraum von E nach
der Wirkung der Decktransformationsgruppe bezeichnet.

Wenn diese äquivalenten Bedingungen erfüllt sind, heißt die Überlagerung nor-
mal (oder auch regulär).

Aufgabe 11.4. Die orientierbare Fläche vom Geschlecht 2 ist folgender Quotient

A ÜBUNGSBLÄTTER 202



des Oktogons. Berechne die Fundamentalgruppe mit Hilfe des Satzes von Seifert–
van Kampen.

a a

b

bc

dd

c
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