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Zusammenfassung

Bei folgenden Vorlesungsnotizen handelt es sich um (inoffizielle) Mitschriften
zur 'Einfithrung in die Geometrie und Topologie’, die im Sommersemester 2021
an der Universitdt Bonn gehalten wird. Ich garantiere weder fiir Korrektheit
noch Vollstandigkeit dieser Notizen, und bin dankbar fiir jegliche Art von Kor-
rektur, sowohl inhaltlich, als auch Tippfehler. Schreibt hierzu eine Mail, oder
nutzt das Issues feature auf GitHub.

Weitere Informationen zu diesem Skriptum finden sich bei GitHub oder auf der
Vorlesungshomepage.


mailto:s6mnkess@uni-bonn.de
https://github.com/kesslermaximilian/GeometrieUndTopologie/issues
https://github.com/kesslermaximilian/GeometrieUndTopologie
http://www.math.uni-bonn.de/people/daniel/2021/geotopo/
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Vorlesung 1: Einfithrung

Vorlesung 1
Di 13 Apr 2021

0 Motivation und Uberblick

In der Topologie studieren wir topologische Rdume. Diese verallgemeinern metrische
R&aume. Wir wollen zwei metrische Rdume X, Y als ’gleich’ ansehen, wenn es stetige,
zueinander inverse Abbildungen X — Y,Y — X gibt.

Beispiel 0.1. Betrachte ein Quadrat und einen Kreis, wir konnen sie durch
Streckung aufeinander abbilden. Gleiches gilt fiir eine Tasse und einen Donut.

2°

Abbildung 1: Beispiele ’gleicher’ metrischer Réume (homéomorph)

Idee. Réume sind gewissermaflen aus 'Knete’.
Ziel. Wann sind zwei Rdume gleich?

Dazu werden wir algebraische Invarianten verwenden.

Beispiel 0.2. R" und R™ sind nicht ’gleich’ fiir n # m.

Der Aufbau ist wie folgt:
1. Teil Grundlagen

2. Teil erste Invarianten: Fundamentalgruppe (dazu Uberlagerungen)

0 MOTIVATION UND UBERBLICK 7



Vorlesung 1: Einfithrung

Teil 1

Mengentheoretische Topologie

1

Metrische Raume

Definition 1.1 (Metrik). Eine Metrik auf einer Menge X ist eine Funktion
d: X x X - Ry mit folgenden Eigenschaften:

(i) dlz,y) =0 <= z =y
(ii) d(z,y) = d(y,z) Va,yeX
(iii) (Dreiecksungleichung) d(zx, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Ein Metrischer Raum ist ein Paar (X, d) aus einer Menge X und einer Metrik
d auf X.

Definition 1.2 (Stetigkeit). Seien (X,d) und (X’,d’) zwei metrische Riume.
Dann ist eine Funktion f : X — Y stetig in x € X, falls

Ve>036>0Va': d(z,2') <6 = d'(f(z), f(z)) <e.

Eine Funktion f heifit stetig, wenn sie in jedem Punkt xz € X stetig ist.

Abbildung 2: Definition von Stetigkeit in metrischen Rdumen

Beispiel 1.3. e Sei V ein reeller Vektorraum mit Norm ||-||. Dann definiert

d(v,w) = |lv —w]|.

1 METRISCHE RAUME 8



Vorlesung 1: Einfithrung

eine Metrik auf V. Insbesondere ist R™ mit euklidischer Norm
I(z1,. . szn)lle = A/22 4+ ... + 22,

dadurch ein metrischer Raum.

e Ist (X,d) ein metrischer Raum und Y € X eine Teilmenge, dann ist
(Y, d|y xy) ein metrischer Raum.

e Sei X eine Menge. Dann ist

0 fallsx=y
d(z,y) = .
(z,9) {1 sonst

eine Metrik auf X, genannt die diskrete Metrik.

Notation 1.4. Sei X ein metrischer Raum. Fiir £ € X und ¢ > 0 setzen wir

Uz,e) i= fy € X | d(a,y) <}

und nennen dies den offenen -Ball um =z

Beobachte 1.5. Sei f : (X,dx) — (Y,dy) eine Funktion, « € X sowie €, > 0. Dann
sind dquivalent:

1) Va’ € X mit dx (2, 2) < 6 gilt dy (f(2), f(z)) <e
2) Esist f(U(z,9)) € U(f(x),¢)

Definition 1.6 (Umgebung). Sei X ein metrischer Raum, U € X und z € X.
Dann heift U Umgebung von z, falls ein € > 0 existiert, sodass U(z,e) € U.

Satz 1.7 (Urbilder von Umgebungen). Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen
metrischen Rdumen und sei z € X. Dann ist f stetig in  genau dann, wenn fiir
alle Umgebungen V um f(z) in Y das Urbild f=*(V') eine Umgebung von x ist.

Beweis. > =’ Sei V eine Umgebung von f(z). Dann 3 & > 0 mit U(f(x),e) =

f stetig ist, 3§ > 0, sodass f(X(z,d)) € U(f(z),e) € V. Also ist U(x,d) < f~(
und somit ist f~1(V) eine Umgebung von .

"«=".Seie > 0. Dann ist U(f(x),¢) eine Umgebung von f(z). Alsoist f~(U(f(z),e))
eine Umgebung von z, also 3 § > 0 mit U(x,d) < f~H(U(f(x),e)). Also wie gewiinscht

fU(,0)) U (f(x),¢€)). =

Definition 1.8 (Offene Mengen). Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge
U < X heifit offen, falls sie Umgebung all ihrer Punkte ist, d.h. Yz € U 3¢ > 0
mit U(z,e) € U.

1 METRISCHE RAUME 9



Vorlesung 1: Einfithrung

Bemerkung 1.9. U(z,¢) ist offen.

Beweis. Fiir alle y € U(x, ¢) ist

Uly,e —d(z,y)) < U(x,e).
—_—

>0

nach der Dreiecksungleichung. O

Satz 1.10 (Urbilder offener Mengen sind offen). Eine Abbildung f : X —» Y
zwischen metrischen Réumen ist stetig genau dann, wenn YU < Y offen auch
das Urbild f=1(U) offen in X ist.

)

Beweis. "= . Sei U C Y eine offene Teilmenge und z € f~1(U) beliebig. Dann ist
f(x) € U und somit ist U eine Umgebung von f(x). Da f stetig ist, ist f~(U) eine
Umgebung von & nach Theorem 1.7. Also ist f~1(U) offen, da x beliebig war.

"« " 8Sei x € X, V eine Umgebung von f(z). Dann 3¢ > 0 mit U(f(x),e) <
V. Nach Annahme ist f~1(U(f(x),€)) offen. Also gibt es ein § > 0 mit U(z,d) <
Y U(f(z),e)) < f~YV). Also ist f~1(V) eine Umgebung von z.
Damit ist f stetig nach Theorem 1.7

O

Satz 1.11 (Offene Mengen in metrischen Rdumen). Sei X ein metrischer Raum.
Dann gilt:

1) Die leere Menge @ und X sind offen
2) VUi,...,U, € X offen ist auch (;_, U; offen.
3) Fiir jede Familie {U,},_; von offenen Mengen ist auch | J,.; U; offen.

Warnung. Eigenschaft 2) gilt nicht fiir unendliche Schnitte. Es ist (—%, %) cR
offen fiir alle n € N+, allerdings ist dann

nicht offen.

Beweis von Theorem 1.11. 1) klar

2) Sei z € ()_,U;. Vi = 1,...,n gibt es nun ¢; mit U(z,&;) < U;. Setze € :=
min{e; | ¢ =1,...,n}. Dann ist

U(z,e) cU(x,e;) € Uj.
fiir alle ¢ = 1,...,n und somit wie gewiinscht U(z,e) < (i, U;

3) Sei x € | J.; U; beliebig. Dann 3i € I mit x € U;. Da U; offen ist, 3¢ > 0 mit
U(z,e) < U;. Also ist U(x,¢e) < | J;c; Us und somit ist die Vereinigung offen.

O

1 METRISCHE RAUME 10



Vorlesung 1: Einfithrung

2 Topologische Riume

Definition 2.1 (Topologie). Eine Topologie auf einer Menge X ist eine Menge
O von Teilmengen von X, so dass gilt:

1) g, XeO
2) Fiir Uy,...,U, € Oist auch ()_, U; € O

3) Fiir jede Familie {U;},.; mit U; € O ist auch | J,.; U; € O

iel
Die Mengen in O heiflen offene Mengen.

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, ) aus einer Menge X und einer
Topologie O auf X.

Definition 2.2 (Stetigkeit). Seien X,Y topologische Rdume. Eine Abbildung
f X — Y heifit stetig, falls fiir jede offene Teilmenge U < Y das Urbild
F7H(U) € X offen ist.

Beispiel 2.3. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist
(X,0) :={U < X | U ist offen beziiglich d} .

ein topologischer Raum. O ist die von der Metrik d induzierte Topologie.

Definition 2.4 (Metrisierbarkeit). Ein topologischer Raum heiit metrisierbar,
falls die Topologie von einer Metrik induziert ist.

Beispiel 2.5. Sei X eine Menge. Die diskrete Topologie auf X ist die Menge
aller Teilmengen, d.h. O := P(X). Diese ist von der diskreten Metrik

0 fallsx =1y
d(z,y) = .
(@) {1 sonst

induziert.

Beweis. Ist x € X, dann ist

{x}=U(z,;>.

offen. Ist U € X eine Teilmenge, dann ist

U:U{x}.

zelU

offen als Vereinigung offener Mengen.

2 TOPOLOGISCHE RAUME 11



Vorlesung 2: Grundbegriffe

Satz 2.6. Sei X ein endlicher (endlich als Menge), metrisierbarer topologischer
Raum. Dann ist X diskret (d.h. X trégt die diskrete Topologie).

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass {x} offen ist Vz € X. Sei d eine Metrik, die die
Topologie induziert, dann wéhle

e:=min{d(z,y) | z,ye X,z # y} > 0.

Beachte, dass dies existiert, da d(z,y) > 0 fiir z # y und die Menge nach Vorausset-
zung endlich ist. Nun ist:

{z} = U(x,e).

offen und wir sind fertig,. O

Beispiel 2.7. 1) Wihle X = {a, b} und setze

O ={J, X, {a}}.

Dies ist ein topologischer Raum (leicht priifen), er ist jedoch nicht metrisier-
bar, da endlich und nicht diskret. Dieser Raum heifit Sierpinski-Raum.

2) Sei X eine Menge. Die indiskrete Topologie auf X enthilt nur ¢, X.
Man priift leicht, dass dies eine Topologie ist.

e Hat X mindestens 2 Elemente, so ist X nicht metrisierbar.

Beweis. Nimm |X| > 2 an und wihle z,y € X mit  # y. Sei d eine
Metrik, die die Topologie auf X induziert und setze ¢ := d(z,y). Dann
ist

zeU(x,e) y¢U(x,e).

also ist U(z,¢e) # &, X, Widerspruch. O

e SeiY ein topologischer Raum. Dann ist f : Y — X stetig fiir beliebige
Abbildungen f.

Beweis. Es sind f~1(J) = & sowie f~1(X) =Y beide offen. O

Bemerkung 2.8. Ist Y diskret und X beliebig, so ist jede Abbildung f : Y — X

stetig.
Vorlesung 2
Do 15 Apr 2021

Definition 2.9 (Aquivalente Metriken). Zwei Metriken dy,ds auf X heifien
dquivalent, falls Konstanten cq, ¢y existieren, sodass

Ve,ye X: c1-di(z,y) < dz2(z,y) < cz-di(z,y).

Satz 2.10. Aquivalenz (von Metriken) ist eine Aquivalenzrelation.

2 TOPOLOGISCHE RAUME 12



Vorlesung 2: Grundbegriffe

Beweis. Reflexivitit: Klar mit ¢ = c5 =1
Symmetrie: Seien ci, co wie in der Definition. Dann gilt mit entsprechender Division,
dass 1 ]
vxayEX: : ;dz(I7y)<d1(I7y)<;d2(l’,y)
2 1

Transitivitéit: . Seien cy,co, ), ¢y gewihlt, sodass Vr Vy: cidi(z,y) < do(x,y) <
cady (z,y) sowie cida(z,y) < ds(x,y) < chda(x,y) (Also di ~ dp und dy ~ d3).
Dann ist auch

Ve Vy:  cadidi(z,y) < dda(z,y) <ds(z,y) < chda(z,y) < cadi(z,y).

Satz 2.11. Aquivalente Metriken induzieren dieselbe Topologie.

Beweis. Wegen der Symmetrie geniigt es zu zeigen, dass Mengen, die offen beziiglich
ds sind, auch offen beziiglich d; sind.

Sei nun U € X offen beziiglich ds und « € U. Dann existiert ein € > 0 mit Uy, (z,¢) S
U.Ist nun di(z,y) < 5, dann ist

do(z,y) < cody(z,y) < e.

und damit ist

U, <:c f) c Uy, (z,e) € U.
2

und somit ist U auch offen beziiglich d;. O

Bemerkung 2.12. Es gibt auch nicht-dquivalente Metriken, die die gleiche To-
pologie induzieren. Siehe hierzu Aufgabe 1.2.

Bemerkung 2.13. Je zwei Normen auf R™ sind dquivalent, induzieren also die-
selbe Topologie, das beweisen wir jedoch hier nicht.

Definition 2.14 (Umgebung). Sei X ein topologischer Raum und U € X sowie
z € X. Dann heifit U Umgebung von z, falls es eine offene Teilmenge O < X
gibt, mit z € O € U.

Bemerkung 2.15. Fiir metrische Rdume stimmt dies mit der vorherigen Defi-
niton iiberein.

2 TOPOLOGISCHE RAUME 13



Vorlesung 2: Grundbegriffe

Satz 2.16. Sei X ein topologischer Raum und U € X. Dann sind dquivalent:
1) U ist offen.
2) U ist Umgebung aller ihrer Punkte.

Beweis. '1) = 2)’ ist klar, wihle einfach O = U.
'2) = 7). Fiir jedes z € U existiert also U, mit z € U, € U. Dann ist aber

U= U U,.
xelU

offen als Vereinigung offener Mengen. O

Definition 2.17 (Abgeschlossene Mengen). Sei X ein topologischer Raum. Ei-
ne Teilmenge A < X heifit abgeschlossen, falls ihr Komplement X\A =
{xe X |x¢ A} offen ist.

Bemerkung 2.18. Fiir metrische Réume stimmt das mit dem Begriff aus der
Analysis {iberein.

Satz 2.19 (Dualitéit). Ein topologischer Raum lisst sich auch iiber seine abge-
schlossenen Mengen charakterisieren. Diese miissen erfiillen:

i) ¢, X sind abgeschlossen
ii) Fir 44,..., A, abgeschlossen ist auch A; U ... U A, abgeschlossen.
iii) Fiir eine Familie {A4;}_, abgeschlossener Mengen ist auch
A
el

abgeschlossen.

I_Wenn wir von einer Familie von Mengen {A;}_, sprechen, meinen wir, dass I
eine Menge ist, und fiir jedes € I ist A; eine Teilmenge von X. Formal kénnen
wir dies als eine Funktion I — P(X) darstellen. _I

Beweis von Theorem 2.19. 1) X\ = X, X\X = J sind abgeschlossen.
i)
(X\4;) = X\ U A = U A; abgeschlossen.
= i=1 j

i=1

i=1
—_—

offen

2 TOPOLOGISCHE RAUME 14



Vorlesung 2: Grundbegriffe

i)
U( X\4;) = X\ ﬂ A = ﬂ A; abgeschlossen.
i€l ?fg iel i€l

offen

Satz 2.20 (Stetigkeit mit abgeschlossenen Mengen). Sei f : X — Y eine Funk-
tion zwischen topologischen Rdumen. Dann sind dugivalent:

1) f ist stetig
2) YU € Y offen ist f~1(U) < X offen
3) VA C Y abgeschlossen ist f~!(A) abgeschlossen

Beweis.
f stetig <= VYU C Y offen ist f~(U) offen
<= VA C Y abgeschlossen ist f~'(Y\A) offen
<= VA C Y abgeschlossen ist X\ f *(A) offen
<= VA C Y abgeschlossen ist f~*(A) abgeschlossen

O

Wir erinnern uns: Ist (X, d) ein metrischer Raum, so auch (Y,dy«y) VY < X. Wie
ist dies fiir topologische Rdume?

Warnung. (Y,0x nP(Y)) ist im allgemeinen kein topologischer Raum. (wenn Y
nicht offen ist, denn dann ist ¥ ¢ Sx n P(X))

Satz und Definition 2.21 (Teilraumtopologie). Sei X ein topologischer Raum,
Y € X. Dann ist
Oy :={UnY |Uc X offen}.

eine Topologie auf Y, die Teilraumtopologie oder auch Unterraumtopologie
genannt wird.

Beispiel 2.22. Betrachte R! < R? als Unterraum. Schneiden wir eine offene
Menge in R? mit R!, so erhalten wir ein offenes Intervall:

2 TOPOLOGISCHE RAUME 15
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R2

Rl

R
\_/

Abbildung 3: R' als Unterraum von R?

Beweis. e Essind@=nY undY = X nY offen.

e Es ist
U1> NY.

(U; nY) = (UUZ) nY.

el

1
.
)

(UinY) = (
e Esist

el

O

Warnung. Fir Z € Y € X muss man zwischen ’offen in Y’ und ’offen in X’

unterscheiden, falls Y nicht offen ist.

Bemerkung* 2.23. Ist Y € X offen, so stimmen die beiden vorherigen Kon-
zepte tatsdchlich tiberein, d.h. eine Menge Z < Y ist offen in Y, genau dann,

wenn sie offen in X ist.

Bemerkung 2.24. Sei (X, d) ein metrischer Raum und ¥ € X eine Teilmenge.
Die Unterraumtopologie auf Y bzgl. der Topologie auf X ist gleich der Topologie

indzuziert von der eingeschrinkten Metrik.

Beweis. Fir yeY ist
Ud\YxY(y7E) = Ud(yvg) nY.

Deswegen werden von beiden Metriken die gleichen offenen Mengen induziert.

2 TOPOLOGISCHE RAUME 16
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Beispiel 2.25. Der Einheitskreis als Unterraum von RZ:
{z eR?| [|z[]z = 1} =: S' = R%
Genauso gibt es die n-Sphére definiert durch

{zeR"™ | |z]2 =1} =: 8" < R

Definition 2.26 (Homdoomorphie). Eine Abbildung f : X — Y zwischen topo-
logischen Réumen heifit Hom&omorphismus, falls f stetig und bijektiv ist und
auch f~1:Y — X stetig ist.

Existiert solch ein f, so heiflen X, Y homdomorph

Beispiel 2.27. Die Rdume (R?,[|-||2) und (C, |-|) sind homomorph mittels der
Abbildung
R? — C
(,y) — o+iy

Warnung. Nicht jede stetige Bijketion ist ein Homéomorphismus.

Beispiel 2.28. Betrachte fiir eine Menge X die Identitétsabbildung (X, P(X)) dx
(X,{, X}) von der diskreten in die indiskrete Topologie. Diese ist stetig, aber
die Umkehrabbildung nicht (falls | X| > 2).

3 Quotientenrdume

Definition 3.1 (Aquivalenzklasse). Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Fiir
x € X definieren wir die Aquivalenzklasse [z] von z durch:

[z] :={2z' € X |z ~ '}.

Wir setzen
X/ ~={[z]|ze X}.

als die Menge der Aquivalenzklassen von X beziiglich ~. Definiere nun

Jx — X/~
2 — [a]

als die kanonische Projektion von X auf seine Aquivalenzklassen.

Fakt 3.2. Wir stellen fest, dass g surjektiv ist.

3 QUOTIENTENRAUME 17
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I_Fur eine Surjektion f : X — Y ist ¢ ~ y : = f(z) = f(y) eine
Aquivalenzrelation auf X und

X/~ — Y

[z]  — [f(2)
ist eine Bijektion, wir erhalten also eine Korrespondenz zwischen
Aquivalenzrelationen und surjektiven Abbildungen aus X. _I

Satz und Definition 3.3 (Quotiententopologie). Sei X ein topologischer Raum
und ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Sei ¢ : X — X/ ~ die kanonische Projek-
tion. Dann definiert

Ox/. :={U < X/ ~| U)X offen} .

eine Topologie auf X/ ~, genannt die Quotiententopologie.

Beweis. Wir priifen die Axiome einer Topologie:
e Esist ¢7}(¥) = & und ¢~ 1(X/ ~) = X, also sind beide Mengen offen.
e Sind Uy,...,U, € X/ ~ offen, so ist
UL N 0 A) =g U) n . g (U).
offen in X, also ist Uy n ... n U, offen in X/ ~ nach Definition.

o Ist {U;},.; eine Familie offener Teilmengen von X/ ~, dann ist

gt <U Ui) =Ja ).
el i€l

offen in X, also ist | J,.; U; offen in X/ ~ nach Definition.

Bemerkung 3.4. Die Projektion ¢ : X — X/ ~ ist stetig und die Quotien-
tentopologie ist maximal (beziiglich Inklusion, lies: ’am feinsten’) unter allen

Topologien auf X/ ~, fir die ¢ stetig ist.

Satz 3.5 (Universelle Eigenschaft der Quotiententopologie). Sei f : X — Y
stetig und ¢ : X — X/ ~ die kanonische Projektion. Angenommen, es existiert
g:X/~—Y mit f = gogq. Dann ist g stetig und in diesem Fall ist g eindeutig.

x— 5y

Y
ql e

X/~
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Bemerkung 3.6. g existiert genau dann, wenn = ~ 2’ = f(x) = f(2')

Trivial Nonsense* 3.7. Das ist eine universelle Eigenschaft im Sinne der Ka-
tegorientheorie, d.h. fiir einen Raum X und eine Aquivalenzrelation existiert bis
auf eindeutigen Isomorphismus stets genau ein topologischer Raum (X/ ~,S)
zusammen mit einer stetigen Abbildung ¢ : X — X/ ~, sodass ¢ ~ 2/ =
q(z) = q(z'), sodass das Tripel (X, X/ ~, q) obige Eigenschaft hat. Wir kénnen
also obige Eigenschaft auch als Definition der Quotiententopologie verwenden,
und aus dieser folgt auch die Eindeutigkeit. Existenz haben wir mit unserer
vorherigen Definition gezeigt.

Beweis von Aufgabe 3.2. Sei U € Y offen. Dann ist

) T ).

offen, weil f stetig ist. Also ist g~1(U) offen per Definition (¢~!(U) ist nach Definition
genau dann offen in X/ ~, wenn ¢~ (g~ (U)) offen in X ist) und somit ist g stetig. [

Beispiel 3.8. Sei X = [0,1] € R das Einheitsintervall (mit der Unterraum-
topologie beziiglich R) mit der Aquivalenzrelation erzeugt von 0 ~ 1. Wir ’iden-
tifizieren’ also die Punkte {0}, {1} miteinander.

Satz 3.9 (Kreishomdomorphie). Der Quotientenraum [0, 1]/(0 ~ 1) ist homdomorph
zu Sl.

Vorlesung 3
Di 20 Apr 2021

Beweis. Betrachte die stetige Abbildung

f,.‘[(),l] — Slcc
. t 2mit

> (&
Wir sehen f/(0) = f’(1) = 1, also existiert nach der universellen Eigenschaft ein f,
sodass folgendes kommutiert:
[0,1] —L— 51
i / und f stetig ist. Zudem ist f bijektiv. Es bleibt zu zeigen,

[0,1]/(0 ~ 1)

dass f~! stetig ist, das zeigen wir jedoch nicht jetzt (ginge mit viel rechnen), sondern
spater, wenn wir mehr Technik haben. Anschaulich ist das jedoch klar: O
Bemerkung 3.10. Die Abbildung

[0,1) — S

3
t eQ?‘rit
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Abbildung 4: [0,1]/(0 ~ 1) und S! sind homéomorph

ist stetig und bijektiv, allerdings kein Homéomorphismus, denn [0, %) c [0,1)

ist offen, aber f ([0, 3)) = (f_l)_1 ([0, %)) ist nicht offen im Kreis.

Beispiel 3.11. 1) Sei X = [0,1]? < R. Identifiziere nun (¢,0) ~ (¢,1) sowie
(0,5) ~ (1,s) fur s,t € [9,1]. Dann ist X/ ~ der Torus.

Torus

>

A -

>

If we actually fold

e

Grafik von [unk]

Abbildung 5: Entstehung des Torus als Quotientenraum von [0, 1]?

2) Sei X = [0,1]? < R?. Identifizieren wir (¢,0) ~ (¢,1) sowie (0,s) ~ (1,1 —
s), so erhalten wir die Kleinsche Flasche.
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- Y
\\*//

<

> \4//

Grafik von [Ind]

Abbildung 6: Entstehung der Kleinschen Flasche als Quotientenraum von [0, 1]2

3) Betrachte auf dem R"*1\ {0} die Relation x ~ Az fiir A > 0 € R. Dann ist
R/ ~~ S" Zunichst ist ndmlich die Abbildung

Rn+1 — gn
i B

=2

stetig und die induzierte Abbildung R"*1\ {0} / ~— S™ ist bijektiv. Das
rechnen wir nach: Seien z # y mit d(x,y) < 0, so ist:

d(n;’uzn)éd(na )~ ()
- g \/Z (i ||y‘||)2

(el = 92 W
x| — Y
= —d(z,y) + [y
T4 9) leml
1 1)
<o 0 (el +6) >0
Tl T et oy M +9)
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also ist f stetig. Mit der Inklusion ¢ : S — R™*1\ {0} erhalten wir
f ol = idSn.

Ubung: Daraus folgt bereits, dass S™ die Quotiententopologie trigt.

4) Setzen wir erneut X = R"T1\ {0}, aber diesmal z ~ Az fiir A € R\ {0}, so
heifit der Quotient
X/ ~=:RP".

der reelle projektive Raum. Es ist
RP" = S"/(x ~ —x).

Dies sehen wir mittels folgendem Diagramm:

R\ {0} ﬁ Sn

L

I | (2)

Die Abbildungen 7 und f sind stetig nach der universellen Eigenschaft und
invers zueinander.

Abbildung 7: Konstruktion des reellen projektiven Raums fiir den Fall n = 1.
Wir identifizieren die roten Strahlen miteinander, nicht jedoch den gesamten
blauen, da A > 0.

5) Sei X ein topologischer Raum und A € X eine Teilmenge. Definiere die
Relation ~ durch a ~ o' fiir a,a’ € A (bzw. erzeuge eine dadurch). Dann
setzen wir

X/A:=X/~.
Damit ergibt sich
6) [0,1]/[0,1) = S ist der Sierpinski-Raum, vergleiche auch Beispiel 2.7.

Beweis. [0,1]/[0,1) hat zwei Punkte [0,1) und {1}. Es ist [0,1) < [0,1]
offen, aber {1} nicht, also handelt es sich um den Sierpinski-Raum. O

Bemerkung 3.12. Quotientenriiume von metrischen Riumen sind im Allge-
meinen nicht metrisierbar, Beispiel 3.11 Punkt 6) liefert hier ein gewiinschtes
Gegenbeispiel.
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4 Trennungsaxiome

Definition 4.1 (Hausdorff’sch). Ein topologischer Raum heifit Hausdorff (oder
Hausdorffsch), wenn Vz,y € X mit « # y offene Mengen U,, U, < X existieren
mit x € U, und y € Uy, sodass U, n U, = &. Diese Eigenschaft heifit auch

Trennungsaxiom 75.

Satz 4.2. Ist X metrisierbar, so ist X Hausdorffsch.

Beweis. Sei d eine Metrik auf X, die die Topologie induziert. Seien z,y € X mit

x # y. Setze
d(x,y))

2
Dann ist U, n Uy = &, denn fiir alle z € U, n Uy, ist

d(z,y)  d(=,y)
2 2

U, :=U (m,

d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) <

was nicht sein kann. O

| Beispiel 4.3. R" ist Hausdorffsch.

| Satz 4.4. Ist X Hausdorffsch und z € X, dann ist {z} = X abgeschlossen.

Beweis. Fir y # x existiert Uy offen mit « ¢ U, und y € U,. Dann ist

X\{z} = |J U,

Y#T

offen.
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Abbildung 8: Skizze zum Beweis von Theorem 4.4

Bemerkung 4.5. Ein topologischer Raum, fiir den alle {z} abgeschlossen sind,
hei3t T7-Raum.

Bemerkung* 4.6. Man findet in der Literatur auch folgende Definition:

Ein topologischer Raum heifit 77-Raum, wenn es fiir je zwei verschieden Punkte
x # y Umgebungen U,, U, gibt mit x € U,y € Uy und x ¢ Uy, y ¢ U,.

Im Gegensatz zum Hausdorff-Raum trennen wir zwei Punkte also durch 2 nicht
notwendigerweies disjunkte Umgebungen / offene Mengen. Mit dem gleichen
Beweis wie in Theorem 4.4 zeigen wir dann, dass jeder Punkt abgeschlossen ist.
Ist umgekehrt X ein Raum, in dem alle Punkte abgeschlossen sind, so kénnen wir
x,y stets durch die offenen Umgebungen y € X\ {z} sowie x € X\ {y} trennen.
Die beiden Definitionen sind also dquivalent.
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Abbildung 9: Ein T}-Raum

Lemma 4.7. Sei X Hausdorffsch und A € X ein Teilraum. Dann ist auch A
Hausdorffsch.

Beweis. Sei v # y € A. Dann existieren U,,U, < X offen mit x € U, und y € U,
sowie U, n U, = . Dann sind

U,nA und U, nAc A
offen in A und erfiillen die Bedingungen. O

Bemerkung 4.8. Jeder diskrete Raum ist Hausdorffsch. Ist X endlich und
Hausdorffsch, so ist X diskret.

Beweis. Fiir jedes y # x existiert ein UY offen mit z € UY und y ¢ UY. Dann ist aber

{z} = [ UY

Y#T
offen (da X endlich), also ist X diskret. Die Umkehrung ist offensichtlich. O

Beispiel 4.9. S* € R"*! ist Hausdorffsch.

Definition 4.10 (Normal). Ein topologischer Raum heifit normal, falls
e X ist Hausdorffsch

e VA, B € X abgeschlossen mit A n B = (J existieren Uy, U € X offen
mit A € Ux, B € Ug und Uy n Ug = . Diese Eigenschaft heifit auch
Trennungsaxiom 7T}.
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QD

Ug

Ua

Bemerkung 4.11. Manchmal gibt es diese Definition in der Literatur auch ohne
Hausdorff’sch.

Satz 4.12. Ist X metrisierbar, dann ist X normal.

Der Beweis war als Aufgabe 2.3 auf den Ubungszetteln:

Beweis*. Der folgende Beweis wurde in unserem Tutorium mit HEIKO BRAUN be-
sprochen:
Wir wissen bereits mit Theorem 4.2, dass X Hausdorffsch ist. Von 1.1 wissen wir,

dass:
11X — R

dy :
y — dz,y)
eine stetige Abbildung ist. Dann ist fiir eine Teilmenge A € X auch

X — R

Aty inf{dy(y) |z e A)

eine stetige Funktion, die den Abstand zur Menge A ausdriickt.

Behauptung 1. Ist A abgeschlossen, so ist da(y) =0 < ye A.
Unterbeweis. Die Richtung > <= ’ ist trivial, da dann dy,(y) = 0 Teil des Infimums
ist. Die andere Richtung beweisen wir durch Kontraposition, d.h. sei y € X\A. Da
X\A offen ist, gibt es € > 0 mit U(y,e) € X\A, dann ist aber sicherlich d, (y) = e fiir
alle y € A, und somit ist auch das Infimum iiber diese > e. |

Seien nun A, B € X abgeschlossene, disjunkte Teilmengen. Definiere

X — R
A da(x)
da(z)+dp(x)
Der Nenner wird nie Null, da dazu da(z) = 0 = dp(x) gelten miisste, nach der

Behauptung also € A, B und dies trift nicht zu wegen A N B = ¢J nach Annahme.
Als Verkniipfung stetiger Funktionen ist nun f stetig. Zudem stellen wir fest, dass
f(A) =0 sowie f(B) = 1. Dann sind

e () e ()
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zwei offene Umgebungen, die A, B enthalten und disjunkt sind, wie man leicht priift.
Also ist X normal. O

Bemerkung* 4.13. Wir haben eine scheinbar stirkere Eigenschaft gezeigt als
die, dass X normal ist, ndmlich, dass wir zwei abgeschlossene Mengen durch eine
Funktion trennen konnen. Es stellt sich jedoch heraus, dass ein topologischer
Raum genau dann diese Eigenschaft besitzt, wenn er normal ist, wobei 'normal’
nicht fordert, dass der Raum Hausdorff ist. Dies nennt sich Lemma von Urysohn,
und wir werden dieses auch spéter noch in der Vorlesung kennenlernen, fiir jetzt
ist dies jedoch unwichtig. Die Trennung zweier abgeschlossener Mengen mittels
einer Funktion dhnelt jedoch sehr stark der folgenden Definition (und das ist
kein Zufall):

Definition 4.14 (Regulir). Ein topologischer Raum X heifit reguliir, falls X
Hausdorff ist und YA © X abgeschlossen und € X\A existieren U,, U, offen
mit A S Ug,xz €U, und Uy N U, = &. (Auch Trennungsaxiom 73 genannt).

@D

Bemerkung 4.15. Klarerweise gilt 7y = T3, d.h. jeder normale Raum ist
auch regulér. Hierzu bendtigen wir nur, dass Punkte in Ty-Raumen abgeschlossen
sind, aber das folgt mit Theorem 4.4, bzw. damit, dass wir bereits Ty —
T, = T} wissen.

5 Kompaktheit

Aus der Analysis ist (vielleicht) folgender Satz bekannt.

Satz 5.1 (Heine-Borel). Fiir X < R" sind dquivalent:
1) X ist abgeschlossen und beschrinkt.
2) Jede offene Uberdeckung von X hat eine endliche Teiliiberdeckung

5 KOMPAKTHEIT 27



Vorlesung 4: Mehr zu Kompaktheit, Hausdorffréumen und Hombomorphismen

I_’Jede offene Uberdeckung besitzt eine endliche Teiliiberdeckung’ bedeutet:
Fiir jede Familie {U;},.; mit U; < X offen und X < |J,.; U; existiert eine
endliche Teilmenge J < I mit X < (J;.;U; _I

Beweis. spéter. L]

iel

Definition 5.2“(Kompaktheit). Ein topologischer Raum X heiflit kompakt,
falls jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Bemerkung 5.3. Manchmal heifit obige Definition auch quasi-kompakt, und
kompakt bedeutet dann quasi-kompakt + Hausdorff.

Beispiel 5.4. Die Rdume
[0,1]]cR  S"cR™

sind beide kompakt (nach 5.1)
Vorlesung 4
Do 22 Apr 2021

Beispiel 5.5 (miindlich vor der Vorlesung). Zur Frage von letzter Woche (wenn
wir einen Hausdorff-Raum haben und eine Aquivalenzrelation, deren Klassen
abgeschlossen sind, ist dann der Quotient wieder Hausdorff?): Wihle auf [0, 1]

die Relation erzeugt von

1 1
N -
n n

fiir alle n € N5 0. Betrachte dann die Abbildung;:
[0,1] — [0,1]/ ~ .

Punkturbilder sind endlich, also abgeschlossen. Aber der Raum [0, 1]/ ~ ist nicht
hausdorffsch, denn wir kénnen die Punkte 0, 1 nicht trennen.

Satz 5.6. Sei X ein kompakter Raum und Y € X abgeschlossen. Dann ist Y
kompakt.

Beweis. Sei {U;},.; eine offene Uberdeckung von Y. Dann existieren U/ < X offen
mit U; = U/ n'Y. Die Familie
{Ui},.,vq X\Y
offen

ist nun eine offene Uberdeckung von X. Dann existiert J < I endlich, so dass

{U;}jEJ u{X\Y}.
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die Menge X {iberdeckt. Also ist

UjnY us X\Y nY

[ —
U; ) =0
J jeJ
eine endliche Uberdeckung fiir Y. O

Satz 5.7. Sei X ein Hausdorff-Raum und Y € X kompakt. Dann ist Y abge-
schlossen.

Korollar 5.8. Ist X kompakt und Hausdorffsch, dann sind dquivalent:
1) Y < X ist abgeschlossen

2) Y ist kompakt.

Beweis. Unmittelbare Konsequenz aus Theorem 5.6 und Theorem 5.7. O

Lemma 5.9. Sei X ein Hausdorff Raum und Y € X kompakt. Dann existiert
Vo € X\Y offene Teilmengen U,y und V,y von X so dass: z € U,y und
Y c nyy und Um,y N nyy = .

Beweis. Sei x € X\Y. Yy €Y existieren U, , und V, , offen mit € U, , und y € V, 4,
weil X Hausdorffsch. )
Dann ist {V, N Y}yEY eine offene Uberdeckung von Y. Also existiert endliche Teiliiberdeckung

(da Y kompakt) induziert durch Punkte y1,. .., y,. Also:

ve (v,
1=1

Sei

n

Vey = CJ Vo, Usy =) Usu-
=1

i=1
Es ist auch = € U, y, weil x € U, ,, fiir jedes i. Wir miissen also noch Disjunktheit

priifen, es ist:
Uy 0 Vi, S Uy, 0 Vay, =D

Also auch N
g = Uw,Y @ U Vw,yi = UI,Y N Va:,Y~
i=1

2
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Abbildung 10: Skizze zum Beweis von Lemma 5.9

Beweis von Theorem 5.7. Nach Lemma 5.9 existieren Vo € X\Y ein U,y mit z €
Upy und Uz y nY = (J. Also ist

X\Y = U Usy.
zeX\Y

offen und somit ist Y abgeschlossen. O

Beispiel 5.10 ("Gegenbeispiel’ zu Satz 5.7). Sei G die Gerade mit zwei Urpsriingen:
Betrachte G := R u {0’} als Menge, und charakterisiere die Umgebungen folgen-
dermaflen:

e Fiir einen Punkt a € R, d.h. @ # 0/ ist U eine Umgebung von a genau
dann, wenn Je > 0, sodass (a —e,a + €) € U. (das Intervall (a —,a + ¢€)
ist hier als Teilmenge von R zu verstehen)

e Fiir den Punkt 0/ ¢ R ist U eine Umgebung von a genau dann, wenn 3 > 0
mit (—¢,0) v (0,¢) c U.

Da offene Mengen genau diejenigen Mengen sind, die Umgebung all ihrer Punkte
sind, haben wir damit die offenen Mengen von G charakterisiert.

Wir kénnen uns G vorstellen als R, in dem der Ursprung durch zwei gleichbe-
rechtigte Urspriinge ersetzt worden ist, die beide (bis auf sich selbst) die gleichen
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Umgebungen besitzen, die aber nicht zwingend gegenseitig in ihren Umgebungen
liegen, d.h. nicht 'nah’ beieinander sind.

Dann ist [—1,1] € R € G kompakt (Aufgabe 2.3), wir behaupten, dass [—1,1]
jedoch nicht abgeschlossen ist in G. Sonst wére in der Tat G\[—1, 1] offen, und
es ist 0 € G\[—1, 1], aber es handelt sich nicht um eine Umgebung von 0/, weil
fiir kein e die Intervalle (—¢,0) und (0,¢) in G\[—1, 1] liegen.

Bemerkung 5.11. Das Beispiel zeigt also, dass wir die Hausdorff-Bedingung
in Theorem 5.7 nicht fallen lassen koénnen, d.h. es gibt nicht abgeschlossene,
kompakte Mengen.

Bemerkung* 5.12 (Mehr zur Gerade mit 2 Urspriingen). Wir geben zwei wei-
tere (dquivalente) Definitionen der Gerade mit 2 Urspriingen, um so hoffentlich
eine bessere Vorstellung zu erméglichen:

i) Setze G := R\ {0} U {a, b} als Mengen. Als Basis wihlen wir
e Alle offenen Biélle aus R, die nicht die 0 enthalten.
e Fiir jedes € > 0 die Menge (—¢,0) u {a} U (0,¢)
e Fiir jedes € > 0 die Menge (—¢,0) u {b} U (0,¢)

In diesem Fall kénnen wir Hombomorphismen zu obiger Definition bauen,
indem wir 0 — a und 0’ — b wéhlen, und alle andere Punkte kanonisch
"auf sich selbst’ schicken.

ii) Wir konnen G auch als Quotientenraum einer Teilmenge von R auffas-
sen. Betrachte hierzu R x {0,1} € R? mit der Produkttopologie bzw. mit
der Teilraumtopologie von R? (diese beiden sind #quivalent, wie man sich
leicht iiberlegt). Es handelt sich also um zwei parallele, voneinander ge-
trennte Geraden. Nun identifizieren wir korrespondierende Punkte beider
Geraden miteinander, allerdings nicht deren Urspriingen. Wir erzeugen al-
so die Aquivalenzrelation ~ generiert durch (z,0) ~ (z,1) fiir z # 0 und
bilden beziiglich dieser Relation den Quotientenraum. Was wir erhalten,
ist genau G. Indem wir mit G definiert wie in der Vorlesung die Abbildung
von R x {0,1} nach G definieren durch

a fallsa#0
(a,b) — <0 falls (a,b) = (0,0) .
0" falls (a,b) = (0,1)
sehen wir schnell, dass diese iiber den Quotientenraum R x {0,1} / ~ fak-
torisiert (universelle Eigenschaft!) und die entstehende Abbildung bijektiv

und stetig ist. Dass es sich um einen Homoéomorphismus handelt, sei hier
nicht nachgerechnet sondern nur angemerkt.
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-3 —9/ -1’ o 1 9/ 3/
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o

Abbildung 11: Gerade mit 2 Urspriingen als Quotientenraum von R x {0, 1} < R?

Nun sind wir gewappnet fiir den

Beweis von Theorem 5.1 (Heine-Borel). '2) == 1)’. Sei X < R" kompakt. Dann
ist sie abgeschlossen nach 5.7. Zudem ist X < | J, .y U(x, 1) eine offene Uberdeckung.
Da X kompakt finden wir endlich viele x1,...,x, € X mit

X< |JU(i,).

i=1

Also ist
diam(X) < max {d(z;, x;)} +2 < 0.

und somit ist X auch beschrankt.
’1) == 2). Da X beschrinkt ist, Im > 0 mit X < [—m,m]™ < R™. Da X abge-
schlossen ist, geniigt es nach Theorem 5.6 zu zeigen, dass [—m, m]™ kompakt ist.
Wir fithren einen Widerspruchsbeweis, nimm also an, dass [—m, m]™ nicht kompakt
ist. Dann existiert eine offene Uberdeckung {U;} ,e; ohne endliche Teiliiberdeckung.
Unterteile [—m,m]™ in 2" gleich grofle
Unterwiirfel (halbiere jede Seite). Mindes- o)
tens ein Unterwiirfel hat keine endliche
Teiliiberdeckung. Unterteile diesen Wiirfel
weiter und wéhle wieder einen Unterwiifel, Qo
der keine endliche Teiliiberdeckung hat. Q2
Wir erhalten eine Folge von Wiirfeln

[7m7m]n:Q02Q12Q22Q32....

die jeweils keine endliche Teiltiberdeckung
durch U/s besitzen.

Sei x; € @; beliebig. Dann ist x; eine Cauchy-Folge, also existiert = lim z;, und
1—00

x € Qp, da Qg abgeschlossen.

Somit gibt es ein U; mit = € U;, da die {U;},; eine Uberedeckung von Qo waren. Da-
mit ist auch U(z,e) < U; fur ein € > 0. Wihle einen Wiirfel z € @ mit Kantenlédnge
< ﬁ, dann ist auch Qi < U(z, ) < Uj. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass Qx

keine endliche Teiliiberdeckung hat, é .
Also ist Q¢ kompakt. O
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Satz 5.13 (Bilder kompakter Rédume). Sei f : X — Y stetig und surjektiv und
X kompakt. Dann ist auch Y kompakt.

Beweis. Sei {U;},.; offene Uberdeckung von Y. Dann ist
{fil(Ui)}ieI :

offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, gibt es J < I endlich mit X =
Ujes /7Y(Uj). Dann ist

Y=ro0) = w) =Y

jeJ jeJ

Also existiert eine endliche Teiliiberdeckung von Y. O

Korollar 5.14. Sei f : X — Y stetig, X kompakt und Y Hausdorff. Dann ist f
abgeschlossen, d.h. VA € X abgeschlossen ist f(A) € Y abgeschlossen.

Beweis. Sei A € X abgeschlossen. Dann ist A kompakt nach Theorem 5.7, also ist
f(A) kompakt nach Theorem 5.13 (weil f: X — f(A) € Y surjektiv ist). Damit ist
dann f(A) abegschlossen nach Theorem 5.7.

Also sind Bilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen. O

Korollar 5.15 (Homéomorphismen). Ist f : X — Y stetig und bijektiv, X
kompakt und Y Hausdorff, dann ist f ein Homdomorphismus.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Umkehrabbildung stetig ist. Dafiir reicht es zu
zeigen, dass YA © X abgeschlossen auch f(A) = (f~!)71(A) abgeschlossen ist. Das
gilt aber genau nach vorherigem Korollar 5.14 O

Korollar 5.16. Sei f : X — Y stetig und surjektiv, X kompakt und Y Haus-
dorffsch. Dann tréagt Y die Quotiententopologie, d.h. U < Y offen genau dann,
wenn f~1(U) € X offen.

Beweis. * =’ folgt wegen Stetigkeit.
"= "1Ist f7Y(U) € X offen, dann ist f~1(Y\U) = X\f~!(U) abgeschlossen in X,
also folgt aus dem Korollar 5.14

[ o)
—

abgeschlossen

abgeschlossen ist, also ist U < Y offen. O

Kommen wir nun zum
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Beweis von Theorem 3.9 (Fortsetzung). Schon gezeigt:
[0, 1] — Sl

t — 227m't
ist stetig und surjektiv und faktorisiert iiber
[0,1]/{0,1} — S*.

mit f stetig und bijektiv. Wir wissen nun: S! ist Hausdorffsch und [0, 1] ist kompakt.
Nach Theorem 5.13 ist auch [0,1]/{0, 1} kompakt, also ist f ein Homdomorphismus
nach Korollar 5.15 O

Satz 5.17. Jeder kompakte Hausdorff-Raum ist normal.

Beweis. Seien A, B < X abgeschlossen und disjunkt. Da X kompakt ist, sind A, B
kompakt. Nach Lemma 5.5 existieren Va € A offene Mengen U,, V, mit a € U,, B € V,
und U, NV, = J. Dann ist

Ac U,

acA
Also existieren ay,...,a, € A mit

AgOmr
i=1

wegen A kompakt. Setze nun
Ur:=|JUs 24  Up:=()Vae, 2B
i=1 '
Vi ist
Uy, nUp S Uy, "V, = .

und daraus folgt, dass
UA M UB = @

Satz 5.18 (Quotientenrdume von Hausdorffriumen). Sei X kompakt und Haus-
dorffsch, g : X — Z surjektiv, wobei Z die Quotiententopologie trage. Dann sind
dquivalent:

1) Z ist Hausdorffsch

2) q ist abgeschlossen

Beweis. Die Richtung '1) = 2) ist genau Korollar 5.14
’2) = 1)": Jedes z € Z hat ein Urbild « € X unter ¢. Es ist {x} < X abgeschlossen,
da X hausdorffsch. Wegen ¢ abgeschlossen folgt nun, dass auch

{z} = q({=}).

abgeschlossen ist.
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Definition 5.19 (saturierte Menge). Eine Teilmenge W < X heifit saturiert,
falls W = ¢~ *(q(W)) (insbesondere sind alle Urbilder saturiert, und <= Vx €

X\W 2 g(x) € Z\g(W)).

Bemerkung 5.20. Sei U = X offen und saturiert, dann ist ¢(U) offen. Hierzu
schreibe
U=q'(qU)) = q(U) offen.

Seien y # z € Z. Dann sind {y}, {z} abgeschlossen und disjunkt. Dann sind auch
A=q¢(y) B=q'(2)

abgeschlossen und disjunkt (in X). Nach Annahme ist X kompakt und Hausdorff,
also normal nach Satz 5.17. Also existieren U;,Us € X offen mit A <€ Uy, B < Us
und Uy n Uy = F. Setze

Vii=X\¢ H(g(X\Uh)) Vo= X\g H(g(X\U)).

Behauptung 2. Es sind Vi, Vs offen, disjunkt und saturiert und A < Vi sowie
Bc V.

Unterbeweis. Néachstes Mal. [ |

Es folgt, dass ¢(V1), q(V2) offen in Z sind. Weiter ist y € ¢(A4) < ¢(V1) und z € ¢(B) <
q(V2). Da Vi, V4 disjunkt und saturiert, sind auch ¢(V4), ¢(V2) disjunkt und wir sind

fertig. 0 Vorlesung 5
Di 27 Apr 2021

Beweis der Behauptung. Es ist klar, dass Vi, V5 offen sind. Fiir Disjunktheit sehen
wir mit
X\U; € ¢ Hq(X\Uy)).

dass U; 2 X\q¢ (¢(X\U;)) = V; Fiir Saturiertheit geniigt es zu sehen, dass ¢~ (C)
saturiert ist fiir alle C' € Z, da

¢ (a(a™(C)) = ¢7H(O).
weil g surjektiv ist. Wegen
AclU; = X\A2X\U;
— q(X\A4) 2¢(X\U1)
= ¢ (q(X\A4)) 2 ¢ q(X\U1)
(R
=X\A
liefert nun Komplementbildung unser gewnschtes Ergebnis, dass

Ac X\¢ ' (¢(X\U1)) = V.
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Beispiel 5.21. RP" ist Hausdorffsch.
Beweis. Es ist RP" = S™/x ~ —z. Sei
q:8"— S8"/x ~ —u.
O

die Projektion. Da S™ kompakt und Hausdorffsch ist, ist RP™ Hausdorffsch genau
dann, wenn ¢ abgeschlossen ist. Ist A = S™, so ist ¢~ 1(Q(4)) = Au —A.

Da — : 8" — S™ ein Homdomorphismus ist, ist —A abgeschlossen, wenn A
abgeschlossen ist. Dann ist auch A U —A abgeschlossen.

Korollar 5.22 (Projektiver Raum). Sei ~ auf D™ = {x e R" | ||z|| < 1} erzeugt
durch x ~ —z fiir alle x € S"~! < D™. Dann ist

D"/ ~~ RP".
Insbesondere ist

RP' ~ D'/ {-1,1} = [0,1]/{0,1} = S*

Beweis. Betrachte die stetige Abbildung
D" — S”

f:‘ r — (/TP

TN

N 7

Wir erhalten das Diagramm:

DTL SYL

| l

D"/ ~ ———?——> S™/(x ~ —x) = RP™

Wir sehen leicht, dass f bijektiv ist. Da D™ kompakt, ist auch D"/ ~ kompakt,
und RP™ ist Hausdorffsch, also handelt es sich um einen Homdomorphismus (mit
Korollar 5.15) O
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Korollar 5.23. Sei X kompakt und Hausdorffsch und A € X. Dann sind
dquivalent

1) X /A ist Hausdorffsch
2) A ist abgeschlossen.

Beweis. ') = 3)’. Ist X/A Hausdorffsch, so ist die einpunktige Menge {[A]}
abgeschlossen (nach Theorem 4.4). Also ist ¢~!(A) = A abgeschlossen nach Definition
der Quotiententopologie.

’2) = 1)’ Nach Theorem 5.18 geniigt es zu zeigen, dass g : X — X /A abgeschlossen
ist. Fiir B € X abgeschlossen ist, miissen wir also zeigen, dass ¢(B) abgeschlossen
ist, nach Definiton also, dass ¢~!(q(B)) € X abgeschlossen ist. Nun ist

B falls BN A=

1 _
e (Q(B)){BUA falls BnA# &

abgeschlossen, weil A abgeschlossen ist. O

Beispiel 5.24. a) Esist D"/S"~! Hausdorffsch. Alternativ kénnen wir auch
sehen, dass D"/S™~! >~ S ist. Hierzu betrachte die Projektion:

D — Sm
(22, /1~ [|22] 0< flaf <3
r = 2-2
(252 o, T 20?) &< ol <1
Diese ist stetig, denn falls ||z[| = % ist
2—-2 2-1
o) _2-1_,
[l 3
und
V=222 =V1I-1=0= V0= —/1-(2-2|z])2
Ist ||z|| = 1, so ist
2-2
T
]

und somit ist f(z) = (0,—1) € R™ x R. Also faktorisiert f iiber f :
D"/S"~1 — 8" Wir sehen wieder leicht, dass f stetige Bijektion ist. Da
D"/S™"~! kompakt und S™ Hausdorffsch, folgt wieder, dass f ein Homdomorphismus
ist.

b) Wir erhalten nun eine Abbildung:

sn L5 §")(x ~ —x) = RP" =~ D"/(x ~ —z) — D"/S""1 =~ §n
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und diese ist im Allgemeinen kein Homéomorphismus, denn jeder Punkt
hat 2 Urbilder.

6 Basen und Subbasen

Definition 6.1 (Basis). Sei (X, ) ein topologischer Raum. Sei S € O eine
Menge offener Mengen. Dann heifit S

Basis , falls YU < O existiert S; € S mit U = |J,; S
Subbasis , falls YU € O existieren I, K; endlich sowie S € S mit

U=J() S

i€l keK;

Bemerkung 6.2. Ist S eine Basis, so ist S eine Subbasis.

Beispiel 6.3. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist
S={U(z,e) |ze X, e>0}.

eine Basis der Topologie.

Satz 6.4 (Erzeugte Topologie). Sei X eine Menge, S € P(X) eine Menge von
Teilmengen. Dann existiert genau eine Topologie auf X, fiir die S eine Subbasis
ist, namlich:

O={UCX|U=U () Sk mit Ki|<oo,SkeS}.

i€l keK;

Beweis. Ubung als Aufgabe 3.2.

Notation 6.5. Wir nennen O die von S erzeugte Topologie.

Lemma 6.6 (Stetigkeit auf Subbasiselementen). Sei f : X — Y eine Abbildung
zwischen topologischen Rdumen, S eine Subbasis von Y. Dann sind dquivalent:

1) f ist stetig
2) f71(S) ist offen fiir alle S € S

Beweis. '1) = 2)’ ist klar, da Subbasiselemente offen sind.
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'2) = 1)’. Sei U € Y offen, dann 3K; endlich und Sy, € S mit

U=J() S

i€l ke K;

Dann ist aber genau

o =N .

el keK; offen

offen, weil endliche Schnitte und beliebige Vereinigung offener Mengen offen sind. Also
ist f stetig. O

Satz 6.7. Eine Subbasis S von (X, Q) ist eine Basis genau dann, wenn

VS, 5,838, €8: 811 S, :USi.

el

Beweis. > = ’ Da 51,55 € S sind diese offen. Dann ist auch S; n Sy offen. Ist S
Basis, dann gibt es also S; € S mit

SlﬂSQ :USi.

iel
’ <= Angenommen, U € X ist offen und von der Form
v=J < N Sk> :
iel \kekK;

mit K; endlich und S, € S. Nach Annahme ist

(1=Us:

keK; jeJ;
und damit ist
v={JU s
i€l jed;

Bemerkung* 6.8. Nach Annahme ist eigentlich erstmal der Schnitt von 2 Men-
gen die Vereinigung von S;. Allerdings kann man dies per Induktion leicht auf n
Teilmengen verallgemeinern, wenn wir

ﬁ5k=smﬁsﬁsmUSi:ﬂ(smsk):UUsj.
k=1 k=2

el el i€l jed;

fiir geeignete S;,S; € S schreiben.
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Satz 6.9 (Satz von Alexander). Sei X ein topologischer Raum und S eine Sub-
basis. Dann ist X kompakt genau dann, wenn jede Uberdeckung durch Elemente
aus S eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Beweis. ’ =’ ist klar.
’ <=’ Angenommen, X ist nicht kompakt, dann betrachte die Menge

C:= {U | U offene Uberdeckung ohne endliche Teiliiberdeckung} # .

Es ist C partiell geordnet, indem wir U < U’ fiir U < U’ setzen.
Ist Uy € Uz S ... eine Kette, so ist | J;, € C, denn

e Offenbar ist |

e Hat | J,.; Ui eine endliche Teiliiberdeckung, so ist diese schon in einem U; ent-
halten, und damit enthielte auch dieses U; bereits eine endliche Teiliiberedckung

7

Wir kénnen also das Lemma von Zorn anwenden, und somit existiert ein maximales
Elment U € C.

i Ui eine offene Uberdeckung.

Behauptung 3. Ist V < X offen und V ¢ U, so hat U u {V} eine endliche
Teiliiberdeckung

Unterbeweis. Sonst wiire U u {V} € C und somit wére U nicht maximal |
Behauptung 4. U N S ist keine Uberdeckung
Unterbeweis. Sonst hiitte U eine endliche Teiliiberedckung nach Annahme. |

Wegen Behauptung 2 existiert x € X, der nicht von U NS iiberdeckt wird. Sei W € U
mit x € W. Da W offen ist, folgt
w=J ) S

i€l keK;

mit K; endlich und Si € 8. Dann existieren also Sq,..., .S, mit

xeﬁSigVV.

i=1

Da « nicht von U n S {iberdeckt wird, ist S; ¢ U. Aus der ersten Behauptung wissen
wir nun aber, dass es U7, ..., u; € U mit

{U;}::l U {8} ist Uberdeckung von X.
Sei nun . ‘
U:={Uj|1<i<n1<j<ni}cU

Fiir alle ¢ gilt also
Xc|JVvus.

veU
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Also folgt

Vel

und damit ist auch

xX\Jvesin..nS,cwer.
Vel

Also ist U U {W} eine endliche Teiliiberdeckung von U, é .

7 Produkte

Definition 7.1 (Produkttopologie). Seien X7, X5 topologische Rdume. Die Pro-
dukttopologie auf X; x X5 ist die Topologie erzeugt von

B={U xUs | Uy < X; offen ,Us € X5 offen}.

Beispiel 7.2. Seien (X7, d;) und (X, ds) metrische Ridume. Auf X; x X5 haben
wir die Metriken definiert durch
Amax (21, 72), (Y1, y2) 1= max {di(z1,y1), d2(72,y2)}
di((21,2), (Y2, y2)) := di(x1,91) + da(22,y2)
da((z1,22), (y1,%2)) = V/d1(21,y1)% + do (72, y2)?

Dies Metriken sind paarweise dquivalent (leicht zu priifen). Zudem sind e-Bélle
in dmax gegeben durch

Udmax((xlaxQ)aE)) = Udl (Jfl,E) X Udg(-erE)-

D.h. die von dy.x induzierte Topologie ist die Produkttopologie.

Beispiel 7.3. Es ist R? ~ R x R, wobei wir auf der linken Seite die Standardto-
pologie und auf der rechten Seite die Proudkttopologie meinen.

Bemerkung 7.4. B ist per Definition eine Subbasis der Produkttopologie, in
der Tat handelt es sich jedoch sogar um eine Basis:

Beweis. Seien Uy x Us sowie Vi x V5 € B Basiselemente. Wir stellen fest, dass
(Ul X UQ) M (Vl X ‘/2) = (Ul M UQ) X (Vl M VQ)

das Produkt zweier Basiselemente ist, und somit sind wir fertig. O
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Satz 7.5 (Projektion auf Komponenten). Die Projektionen

| xXxy — X | Xxy — Y

Pal (@) — a Yl @y — oy

sind stetig und offen

Beweis. Sei U € X offen. Dann ist p;(l(U) = U x Y € B, also offen. Analoges gilt fiir

Py -
Sei U € X x Y offen. Dann konnen wir U schreiben als
U= JUxV.
el

OBdA kénnen wir V; # ¢ annehmen. Dann ist aber
Px(U) = pr(Ui x V) = UUZ» c X.

i€l el
offen, also ist px offen. O
I_Was passiert mit der leeren Menge? Hierzu erinnern wir uns an
XxY =={(z,y) |ze X,yeY}.

also

XxF=A{(xy)lreXye J} =2 N

Bemerkung 7.6. Die Projektion px ist i.A. nicht abgeschlossen.

Beweis. Betrachte A = {(%,n) eR?|ne N>0} C R? abgeschlossen. Dann ist
aber p1(A) = {1 | n e N.o} < R nicht abgeschlossen. O

Satz 7.7. Ist Y kompakt, so ist px abgeschlossen.

Beweis. Sei A € X x Y abgeschlossen. Wir miissen zeigen, dass X\px (A) offen ist,
also wihle x € X\px(A). Fiir alle y € Y ist (z,y) ¢ A (sonst wire z € px(A), also
gibt es

zelUycX yeV,cY offen: (U, xV,)nA=0.

Damit sind die {V,}, _, eine offene Uberdeckung von Y und wir finden mit ¥ kompakt
eine endliche Teilitberdeckung V,,,,...,V,, von Y. Setzen wir nun

n
U:= ﬂ Uy,.
i=1
so ist U < X offen als endlicher Schnitt und wir stellen mit

UxV, Uy, xV, (X xY)\A.
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fest, dass bereits U x Y < (X x Y)\A (weil die V,,, bereits Y iiberdecken). Nun muss
aber bereits
U< X\px(A).

gelten, und damit ist dieses U eine offene Umgebung von = € X\px (4). O

X

| Y
i
L P

g“r_l_//—l\

Abbildung 12: Beweisskizze zu Theorem 7.7

Lemma 7.8 (Subbasis der Produkttopologie). Seien X, Y topologische Riume.
Die Menge

S={UxY,XxV|UcX offen,V €Y offen}.

ist eine Subbasis der Produkttopologie.

Beweis. Sei W € X xY offen. Dann gibt es nach der Definition der Produkttopologie
U; € X,V; €Y offen mit
W = Ui x V).
iel
Also ist bereits
W= (Ui x V) 0 (X x V).
iel
eine Vereinigung endlicher Schnitt von unseren Subbasiselementen.
Umgekehrt ist klar, dass alle Elemente aus & auch offene Mengen in der Produktto-
pologie sind, da § < B. O

Satz 7.9 (Universelle Eigenschaft des Produkts). Seien A, X1, X5 topologische
Raume sowie f; : A — X;. Dann ist die Abbildung

_. A — Xl x X2
(fix f2) = f a +— (fi(a), f2(a))
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stetig genau dann, wenn f1, fo stetig sind.

f1
X1
e
A --=-- > X1 X X2
&
X
fa °
Beweis. Es ist f; = p; o f. Ist f stetig, so ist f; stetig als Verkniipfung stetiger
Funktionen.

Angenommen, es sind f1, fo stetig. Wir miissen zeigen, dass fiir alle Uy x Us € X1 x X5
mit U; € X; offen auch f~1(U; x Us) offen ist. Hierzu stellen wir aber fest, dass

F7H UL x Ua) = f7H(U1) n f3H(U2).

offen ist.

Beispiel 7.10. a) Wir behaupten, dass

R™ 1\ {0} = S" x (0,0) = S™ x R.
ist. Betrachte hierzu

R\ {0} — S x (0,0)

@
x — HIIHQ»”*%HQ

Wir sehen nun mit der universellen Eigenschaft sofort, dass es sich um eine
stetige Abbildung handelt. Zudem haben wir die Umkehrfunktion

57 x (0,00) — RN\ {0}
(yvt) i t'y

Wir miissen noch priifen, dass diese stetig ist (Ubung), dann haben wir
einen Hom6omorphismus.

St x St ist ein Torus. Betrachte hierzu

o012 — sast
. (S, t) — (627”5, e27rzt)

© ist stetig und erfiillt ¢(s,0) = (s, 1) sowie ©(0,t) = p(1,t). Also faktori-
[0,1]*

— 7 5l x st
/ wobei ~ die Relation
@

/

siert ¢ wie gewiinscht als

2

[0,1]7/ ~
ist, die wir fiir die Konstruktion des Torus verwendet hatten. ¢’ ist stetig
und surjektiv nach der Universellen Eigenschaft, und wir sehen leicht, dass

7 PRODUKTE 44



Vorlesung 6: Produkte

¢’ injektiv ist. Also ist ¢ stetig und bijektiv. Nun ist aber [0, 1]? kompakt
und St x S! Hausdorff (z.B. als metrisierbare Teilmenge von R? x R?), und
somit ist ¢’ ein Homdomorphismus nach Korollar 5.15

Abbildung 13: Die Einbettung von T' =~ S x S!

Korollar 7.11 (Komponente eines Produkts). Seien X, Y topologische Riume
sowie y € Y. Dann ist X =~ X x {y} € X x Y mittels z — (z,y).

Beweis. Nenne diese Abbildung f, also

X — XxY
z — (z,9)

f:

f ist stetig, da sowohl idx als auch

X — Y

€T — y

Cy .

stetig sind (mit universeller Eigenschaft). f faktorisiert nun iiber X x {y} € X x Y
und f : X — X x {y} ist offensichtlich bijektiv. Wir miissen also noch zeigen, dass
foffen ist.

Sei U € X offen, dann ist U x Y € X x Y offen. Es ist zudem

fO)=Ux{y=UxYnX x{y}< X x{y}.
in X x {y} offen. O

Satz 7.12 (Produkteigenschaften). Seien X,Y topologische Riume.
1) Sind X und Y Hausdorffsch, so auch X x Y’
2) Sind X und Y kompakt, so auch X x Y.
Beweis. 1) Seien (z,y) # (¢/,y' € X x Y. Dann ist z # 2’ oder y # y'. OBdA sei

x # x'. Dann existieren U, U’ € X offen mit z € U,2’ € U’ und U n U’ = &,
weil X Hausdorffsch. Dann sind

(v,y) e U xY (2',y)eU xY.
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jeweils offen, und ihr Schnitt ist
UxY)x (U xY)=UnU)xY = .

Also ist X x Y Hausdorffsch.

2) Wir wollen den Satz von Alexander (6.9) verwenden. Sei U eine offene Uberdeckung
von X x Y mit Elementen der Form U x Y oder X x V. Sei

W = U Uvcx W= U V.
UxYeld XxVeu

Ist W = X, so existiert eine endliche Teiliiberdeckung von {U |U x Y € U}
durch Uy, ...,U,. Dann ist bereits

{U1><Y|Z=1,,7”L}

eine endliche Teiliiberdeckung von X x Y. Fiir W’ =Y verfahren wir genauso.
Ist W # X und W’ # Y, so existiert « € X\W,y € Y\W'. Dann ist (z,y)
aber nicht von U iiberdeckt, weil er von keinem U x Y und von keinem X x V
iiberdeckt wird, é .

Also finden wir in beiden Féllen eine endliche Teiliiberdeckung.

Bemerkung 7.13. Der Beweis geht auch ohne den Satz von Alexander. Viel
leichter: Es geniigt, offene Uberdeckungen beziiglich einer Basis zu betrachten
(Spezialfall von Alexander, leicht zu zeigen), dann verfahren wir wie folgt:
Sei U eine Uberdeckung von X x Y mit Elementen aus B. Dann gibt es eine
endliche Teiliiebredckung von X x {y}. Sei diese {U} x V;Y}i = 1"v. Setze

ny
v, =V
i=1

Dann ist dies eine Uberdeckung von X x Vy. Die V, bilden nun eine offene
Uberdeckung von Y, also finden wir wieder eine endliche Teiliiberdeckung durch
Vyrs ooy Vi, . Da wir aber die X x V,,, jeweils endlich tiberdeckt haben, kénnen
wir nun auch X x Y endlich iiberdecken.
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L e

Abbildung 14: Skizze fiir den alternativen Beweis von Theorem 7.28 fiir endlich
viele Rédume.

Definition 7.14 (Produkt endlich vieler Mengen). Seien X, ..., X,, topologi-
sche Rdume. Dann definieren wir ihr Produkt rekursiv durch

X1 x...ox X, = (Xy x...xX,—1) x X,,.

Lemma 7.15 (Basis des Produktes). Seien X, Y topologische Rdume mit Basen
Bx,By. Dann ist

BXXY = {UXVlUEB)(,VEBy}.

eine Basis der Topologie auf X x Y.

Korollar 7.16 (Basis endlicher Produkte). Die Mengen Uy x Uz X .. .. x U, mit
U; < X, offen sind eine Basis der Topologie auf X; x ... x X,,.
Insbesondere ist die Topologie unabhéngig von der Klammerung.

Beweis. Setze Bx, = Ox;. O

Beweis von Lemma 7.15. Seien W € X, W’ € Y offen. Dann existieren U; € Bx sowie

V}- € By mit
w=Ju W=V
el jedJ
Dann ist bereits:
W x W' = U U; x Vj.
icl
jeJ
Ist nun A € X x Y beliebig offen, so gilt

A= Jwixw] = JJUi x V;.

i€l
jeJ

Umgekehrt ist klar, dass die U; x V; offen in der Produkttopologie sind. O
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Bemerkung* 7.17. Im Beweis wurden - der Einfachheit halber - manche In-
dexmengen weggelassen. Es ist aber leicht einzusehen, dass es sich hierbei nur
um ein formales Detail handelt.

Bemerkung* 7.18. Eigentlich haben wir im Beweis von Korollar 7.16 die Aus-
sage von Lemma 7.15 fiir beliebig viele Rdumen (endlich viele) benutzt. Man
verallgemeinert das Lemma jedoch induktiv leicht auf endlich viele Radume:

Beweis von Lemma 7.15%. Den Fall n = 2 verwenden wir als Induktionsanfang, er
wurde bereits gezeigt. Seien nun X7,..., X,, mit Basen B; gegeben, dann wissen wir
per Induktionsannahme bereits, dass

BX1><---><XW,_1 = {Ul X ... X Un—l | Ul € Bz}
eine Basis von X7 x ... x X,,_1 ist. Zudem ist BB,, eine Basis von X,, und somit ist

Bix,x..xXn_1)xx, - = {(U1 x ...Up_1) x Up | Us € By}
:{U1><...><Un|Ui€Bi}

=: BX1><...><X,,L

eine Basis von (X1 x ... X, 1) x X, = X; x ... x X,, und der Induktionsschritt ist
erbracht. O

Satz 7.19 (Diagonaleigenschaft). Sei X ein topologischer Raum. Dann ist X
Hausdorffsch, genau dann, wenn

Ax ={(z,2) |ze X} € X x X.

abgeschlossen ist.

Notation 7.20. Wir nennen Ay € X? die Diagonale von X.

Beweis. * =’ Nimm an, dass X Hausdroffsch ist und sei (z,y) € X x X\Ax, d.h.
x # y. Dann existieren x € U,y € Uy offen (in X), sodass U, n U, = J. Also ist

(x,y) e Uy x U, € X x X\Ax.

, denn wenn (a, b) € U, x Uy, dann ist a # b. Also ist X x X\Ax offen nach Definition.
" «<= "’ Nimm nun an, dass die Diagonale abgeschlosen ist. Seien x,y € X mit x # y
beliebig. Dann ist
(x,y) € X x X\Ax = | JU; x V.
iel
Alsoist (z,y) e UxV € X x X\Ax fiir eine Wahl von U, V. Dann ist aberz e U,y € V
sowie UnV = ¢, denn wenn a € U x V50 (a,a) e U xV nAx =, é O
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Definition 7.21 (Produkte beliebiger Mengen). Sei {X;},_; eine Familie topo-
logischer Rdume. Die Produkttopologie auf

HXZ = {(xi)iel | x; € Xz} .
iel

ist die Topologie erzeugt von der Subbasis

S = {Uj ani ljel,U; € X; oﬁen}.
i#j

Bemerkung 7.22. e § ist wirklich nur eine Subbasis. Eine Basis ist gegeben
durch

B:=S{[[U;x [[ Xi|J < endlich,U; < X; offen
jedJ el\J

d.h. wir diirfen bei endlich vielen Faktoren eine endliche Teilmenge wihlen,
und wahlen in den restlichen Faktoren den ganzen Raum

e Ist I endlich, so stimmt dies mit der vorherigen Definiton iiberein, weil wir
fiir die Basis jeweils J = I wihlen kénnen.

. AISt I unendlich, so ist im Allgemeinen
[ U
iel

mit U; € X; offen nicht offen.

Bemerkung* 7.23 (Mengentheorie-Spam). e Wir benétigen das Auswahl-
axiom, um einzusehen, dass obiges Produkt iiberhaupt nichtleer ist, sofern
keiner der Faktoren leer ist. Formal ist das Produkt der X; ndmlich defi-

niert als

[]xi:= {f:I—>UXi | Vi: f(z‘)eXi}.
i€l iel

und das Auswahlaxiom besagt genau, dass es fiir jede solche Familie nicht-

leerere Mengene (mindestens) eine solche Funktion gibt (es ist also dquivalent

dazu, dass die Produkte nichtleer sind).

o Im Gegensatz zu dem, was in der Vorlesung genannt wurde, ist es kein
Problem, wenn I = (F, also die Familie leer ist. Dann ist ndmlich

[[Xi={f:2—a|Vi: f(i)) e B} = {}.

el

7 PRODUKTE 49



Vorlesung 7: Kompaktifizierung

nicht leer. (Hierzu sollte man sich klarmachen, dass eine Funktion f: A —
B eine Teilmenge von A x B war, sodass Va € A 3!b € B: (a,b) € f, und
somit suchen wir eine Teilmenge f € & x J = ).

Auch die Topologie ist in diesem Fall wohldefiniert, weil die Subbasis wie-
der die leere Menge ist (ndmlich eine Teilmenge von [ [ X; = {&}, und zwar
{} selbst), und diese ist auch eine vollstdndige Topologie, weil unser to-
pologischer Raum nur einen Punkt enthélt (ndmlich ¢f). Wir erhalten also
den einpunktigen topologischen Raum.

Satz 7.24 (Universelle Eigenschaft des Produkts). Seien (X;);er topologische
Réume, A ein topologischer Raum und seien f; : A — X; Funktionen. Sei

f: A — Hz‘eIXi
| a — (fi(@))ier

Dann ist f stetig genau dann, wenn alle f; stetig sind.

X1

pry

Bemerkung* 7.25. Die Universelle Eigenschaft ist genau genommen die Fol-
gende:

Seien (X;);er topologische Riume. Ein topologischer Raum X zusammen mit Ab-
bildungen pr, : X — X; wird Produkt der X; genannt, wenn es fiir jedes A und
stetige Abbildungen f; : A — X; genau eine induzierte Abbildung f: A — X
gibt.

Diese Eigenschaft ist nun universell im Sinne der Kategorientheorie, d.h. bis auf
eindeutig bestimmten Isomorphismus gibt es nur ein Paar (X, (pr;)icr), das die
oben genannten Eigenschaften bestimmt.

Wir haben zwar oben nicht die Eindeutigkeit des Produkts gezeigt, aber dessen
Existenz (was aus der Kategorientheorie nicht folgt), indem wir ein explizites
solches Objekt konstruiert haben.
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Bemerkung* 7.26. Insbesondere sollte man sich merken, dass die kanonischen
Projektionen pr; wichtiger Teil der Information eines Produktes sind. Bei unserer
expliziten Konstruktion ’kanonisch’, denkbar ist jedoch auch, eine v6llig andere
Trigermenge des Produkts zu wihlen, dann ist die Angabe der Projektionen
essentiell.

Lemma und Definition 7.27. Sei j € I, setze

Hie] — X

75 S
Pri| @)ier —

als Projektion auf die j-te Komponente. Dann ist pr; stetig.

Beweis. Ist U < X offen, dann ist prj*l(U) = U x [];,; Xi € S ein Element der
Subbasis der Produkttopologie, also offen. Also ist pr; stetig. O

Beweis von Theorem 7.24. > =’ f; = prj o f ist stetig als Verkniipfung stetiger
Funktionen.

I_Vorkniipfungcn stetiger Funktionen sind stetig:
Seien f: X - Y und g: Y — Z stetig, dann ist go f : X — Z stetig.
Beweis. Ist U < Z offen, so ist

(go f)~HU) = g (U)) € X.

offen, indem wir zunéchst g stetig und dann f stetig verwenden. D_I

" < Es geniigt zu zeigen, dass f~1(Y) € A offen ist fiir alle Y € S. Sei also solch
ein Y € S beliebig, dann ist dieses von der Form

Y=UXHX,
i#]
Dann ist f~1(Y) = fj_l(A) C A offen, da f; stetig ist. O

Satz 7.28 (Satz von Tychonoff). Sei (X;);e; eine Familie kompakter Riume.
Dann ist [ [,.; X; kompakt.
Beweis. Wir verwenden wieder den Satz von Alexander (Theorem 6.9). Sei U eine
Uberdeckung durch Elemente aus S. Sei U; < U gegeben durch die Elemente V' von
U der Form

V=W><HXi mit W < X offen.

i#£j

Dann ist

u =\ |u;.

el
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Ist nun
pr;(Us) = {pr;(V) | V e Ui} .

eine offene Uberdeckung von X;, so existiert - weil X; kompakt - eine endliche
Teiliiberdeckung pr;(Vi) u ... u pr;(Vx) von X; mit V; € U;. Dann ist Vi,...,V,
eine endliche Teiliiberedckung von [ [, ; Xj.

Wir sind also fertig, aufler im Fall

A: pr,(U;) ist keine Uberdeckung von X fiir alle i € 1.

Dann finden wir z; € X;\ Uy, pr;(V) fiir jedes 7 € I. Dann ist aber der Punkt

(wi)ier € H X;.

iel

nicht von U iiberdeckt: Ist (x;);er € V € U, dann gibt es i € I mit V € U;, und daraus
folgt bereits z; € pr;(V), é . O

Bemerkung 7.29. Eigentlich haben wir die Notation pr; fiir die Projektion
[ [;e; Xi — X eingefiihrt, manchmal schreiben wir aber auch einfach nur p;.

Beispiel 7.30. a) Seien X1,..., X, diskrete Raume. Dann ist auch [[,., X;
diskret.

Beweis. Es ist
{(z1,...,2n)} = {21} x ... x {xn}.

Element der Produkttopologie, weil die {z;} < X; offen sind. Also sind alle
Punkte offen. O

b) Betrachte {0,2} mit der diskreten Topologie. Dann ist

[ J{0.2} = {0.2}".
N

kompakt nach dem Satz von Tychonoff. Dann ist [15{0,2} aber nicht
diskret, weil wir sonst die offene Uberdeckung

[To2= | .
N

ze{0,2}"

hétten, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Bemerkung* 7.31. Das Beispiel zeigt die wichtige Eigenschaft, dass nicht (not-
wendigerweise) alle Mengen der Form [ [,_; U; fiir U; © X; offen auch im Produkt
[ [;e; X offen sind.

el

Satz 7.32. Ist {X;},.; eine Familie von Hausdorffréumen, so ist auch [[,_, X;
Hausdorffsch.
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Beweis. Ist (z;)ier # (Yi)ier € [ lie; Xi, dann gibt es @ € I mit z; # y;. Da X;
Hausdorffsch ist, existieren U;, V; < X; offen mit z; € U;,y; € V; und U; NV, = .

Dann sind aber beretis
Uix[[x; vix[[X;
i%] i)
zwei disjunkte, offene Umgebungen von (z;);e; und (y;)ies- O

Wir wollen uns im Folgenden fragen, wann wir Rdume in ’schéne’ Rdume einbetten
konnen, wobei 'schon’ fiir uns kompakt + Hausdorff heiflen soll.

Definition 7.33 (Abschluss, Dichtheit). Sei X ein topologischer Raum und Y <
X eine Teilmenge.

1) Der Abschluss Y ist definiert als

Y = ﬂ A.

YCA
ACX abg.

Als Schnitt abgeschlossener Mengen ist Y selbst abgeschlossen (wie der
Name suggeriert).

2) Y ist dicht in X, falls Y = X.

Definition 7.34 (Einbettung). Sei f : X — Y stetig. Dann ist f eine Einbet-
tung, falls f : X — f(X) ein Homéomorphismus ist.

Definition 7.35 (Kompaktifizierung). Sei ¢ : Y — X eine Einbettung. Dann ist
X eine Kompaktifizierung von Y, falls

1) X ist kompakt und Hausdorffsch.
2) «(Y) € X ist dicht (in X).

Definition 7.36 (Vollstindige Regularitéit). Ein topologischer Raum X ist vollstindig
regulér, falls

1) X ist Hausdorffsch

2) VA € X abgeschlossen und z € X\A existiert eine stetige Abbildung f :
X — [0,1], sodass f(z) =1 und f [4=0

Bemerkung 7.37. Jeder vollstandig reguldre Raum ist regulér. Hierzu betrach-
te f1 ((%7 1]) sowie f~1 ([07 %)) Diese sind offenbar disjunkt, offen, und Um-
gebungen von x bzw. A.
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Lemma 7.38. Ist X vollstandig regulidr und Y € X, dann ist auch Y vollstdndig
regulér.

Beweis. 1) Da X Hausdorffsch ist, ist auch Y Hausdorffsch.

2) Sei A € Y abgeschlossen und y € Y\A. Dann existiert A’ € X abgeschlossen
mit A’ nY = A. Da X vollstindig regulér ist, gibt es f : X — [0,1] stetig
mit f |4= O und f(y) = 1. Dann erfiillt f |y: Y — [0, 1] unsere gewiinschten
Bedingungen, weil

(fly)a=0  fly (y) =1

Satz 7.39. X ist genau dann vollstéindig regulidr, wenn X eine Kompaktifizie-
rung besitzt.

Beweis. Eine Richtung sei hier schon skizziert: Sei Y eine Kompaktifizierung von
X. Da Y kompakt und Hausdorffsch, ist ¥ normal (nach Theorem 5.17). Wir zeigen
spéter, dass dann Y auch vollstdndig regulér ist. Mit Lemma 7.38 ist also auch X € Y
vollstandig regulér. O

Bemerkung* 7.40. Hier verwenden wir entscheidend, dass wir nicht nur X —
Y injektiv abgebildet, sondern eingebettet im Sinne von Definition 7.34 ha-
ben, damit wir X auch homdomorph mit einem Teilraum X < Y identifizieren
konnen.

Wir wollen nun zu einem beliebigen Raum eine Kompaktifizierung konstruieren. Sei
X ein topologischer Raum. Sei

C(X):={f: X —>[0,1] | f stetig}.

Nach dem Satz von Tychonoff ist [ [¢(x[0, 1] kompakt und nach Theorem 7.32 Haus-
dorffsch. Definiere nun eine Abbildung

vi X — [][0,1].

c(X)

durch die Komponenten ¢¢(z) = f(z). (wir benutzen also in der f-ten Komponente
einfach die Abbildung f). Da alle f € C(X) stetig sind, ist ¢ stetig (nach Theo-
rem 7.24). Setze nun

BX = uX) < [][0,1].

c(x)

B(X) ist kompakt und Hausdorffsch als abgeschlossener Teilraum eines kompakten
Hausdorffraums.
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Satz und Definition 7.41 (Stone-Cech-Kompaktifizierung). Fiir einen topolo-
gischen Raum X heifit der eben konstruierte Raum X = B(X) Stone-Cech-
Kompaktifizierung von X. 8X ist ein kompakter Hausdorffraum.

Beweis*. Klar nach eben gesagtem, wir verwenden den Satz von Tychonoff und Theo-
rem 7.32. O

Warnung. Diese ist jedoch nur eine Kompaktifizierung im Sinne von Definition 7.35
falls X vollstéandig regulér ist.

Bemerkung* 7.42. Wir wissen schon, dass es sich im Allgemeinen nicht um
eine Kompaktifizierung nach Definition 7.35 handeln kann, weil wir im Beweis
von Theorem 7.39 gezeigt haben, dass eine Kompaktifizierung nur fiir vollstdndig
reguldre Réume existieren kann. Der folgende Satz zeigt nun, dass es sich bei der
Stonen-Cech-Kompaktifizierung tatséchlich um eine handelt, wenn X vollstéindig
regulér ist:

Satz 7.43. 1 : X — []¢(x[0,1] ist eine Einbettung, falls X vollsténdig reguléir
ist.

Beweis. Injektivitét: Seien x # y € X. Dann sind {z}, {y} € X abgeschlossen und es
existiert f : X — [0,1] mit f(x) = 0 und f(y) = 1 (hier benutzen wir die vollstéindige
Regularitéit). Dann ist aber bereits ¢(z) # ¢(y) in Komponenten f.

Einbettung: Wir miissen noch zeigen, dass YU < X offen +«(U) < «(X) offen ist,
damit ¢ : X — f(X) ein Homéomorphismus ist.

Sei U < X offen, setze A := X\U und sei z € U. Dann finden wir (nach vollsténdiger
Regularitit von X) eine Funktion f : X — [0,1], sodass f(z) =1 und f |4= 0. Setze

1
V= (2, 1] < ] [o,11< []lo.1].
e c(x)
als offene Teilmenge von [ [¢(x)[0,1]. Dann ist
z)e VnuX) € u(X\A) =(U).
—_——
offen in ¢(X)

Damit ist «(U) € X Umgebung all seiner Punkte, also selbst offen. O

Bemerkung 7.44. Ist K kompakt und Hausdorffsch, so ist «(K) < HC(K) [0,1]
kompakt, also abgeschlossen, da [ [¢(x[0, 1] kompakt, und deswegen ist S(K) =

uK) =uK) =K.

Bemerkung* 7.45. Dass ((K) =~ K folgt in vorheriger Bemerkung daraus,
dass wir wegen K kompakt und Hausdorffsch nach Theorem 5.17 wissen, dass K
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normal ist, und dann (mit der noch nicht bewiesenene Implikation normal =
vollstéindig reguléir) den vorherigen Theorem 7.43 anwenden konnen, weswegen
¢ eine Einbettung ist und somit einen Homdomorphismus K = ¢((K) induziert.

Beweis von Theorem 7.39%. Wir haben bereits gesehen, dass ein kompaktifizierbarer
Raum notwendigerweise vollstéiindig regulér ist (im ersten Teil des Beweises). Ist X
nun vollstindig reguliir, so ist 4(X) ein kompakter Hausdorff-Raum, und nach Theo-
rem 7.43 handelt es sich bei tx : X — S(X) genau um eine Einbettung. O

Lemma 7.46 (Fortsetzung stetiger Funktionen). Sei f : X — Y stetig sowie
UcX.

1) Dann ist f(U) < f(U)

2) Ist U < X dicht, g : X — Y auch stetig und f |p= g |v sowie Y Haus-
dorffsch, so ist beretis f = g

Bemerkung* 7.47. Der Beweis von Lemma 7.46 ist genau Aufgabe 4.1.

Beweis von Lemma 7.46%. 1) Sei y € f(U), also gibt es z € U mit f(x) = y. Sei

y €V < X eine beliebige offene Umgebung von y. Dann ist f~(V) eine offene
Umgebung von z nach Stetigkeit von f. Da z € U ist f~}(V) nU # & und wir
withlen 29 € f~1(V) nU. Dann ist f(z9) € V n f(U) und somit V n f(U) # &.
Da V beliebig war, ist nach Definition y € f(U).

Nimm an, dass f # g, dann gibt es z € X mit f(z) # g(z). Da Y Hausdorffsch,
konnen wir die beiden Punkte durch offene Mengen trennen, also finden wir
f(z) € Ug,g(z) € Uy mit Us n Uy = & und Uy, U, offen. Dann sind auch
71 (Uy), 971 (U,) offene Mengen nach Stetigkeit von f, g, also ist auch f~1(Us)n
g 1 (U,) offen. Zudem z € f~Y(Us) n g~ *(U,), da f(z) € Uy, g(z) € U, nach
Voraussetzung. Da U € X dicht ist, ist U n (f~1(Uy) n g~ (U,)) # & und wir
finden 2o € U n f~1(Uys) n g~ *(U,). Dann ist wegen f [u=g |v f(zo) = g(0),
aber auch f(xg) € Uy, g(xo) € Uy, also f(zo) = g(xo) € Us € Uy. Aber nach
Voraussetzung ist Uy n Uy = &, é .Also f=g.

O

Satz 7.48 (Universelle Eigenschaft von ). Sei f : X — K stetig, K kompakt
und Hausdorffsch. Dann existiert eine eindeutige Fortsetzung f : 5(X) — K, so
dass

X —— B(X)

kommutiert.
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I_Ist f(X) < K dicht, so ist f surjektiv: Es ist f(8(X)) kompakt, also ab-
geschlossen und enthilt f(X) (weil das Diagramm kommutiert), und daraus

folgt f(X) < f(B(X)). _|

Beweis. Die Eindeutigkeit von f folgt direkt aus Lemma 7.46, weil f iiber die Kom-
mutativitit des Diagramms auf der dichten Teilmenge ¢(X) € (X)) bereits eindeutig
bestimmt ist.

Idee. Ist K = [0,1], so wiihle f= pry |s(x) als stetige Projektion. Dann kommutiert
néamlich
X — [e(x [0.1]
f iPTf

~

0,1]

nach Konstruktion von ¢.

Das ganze kénnen wir nun zwar nicht direkt fiir KX machen, allerdings fiir jedes g €
C(K). Fiir jedes g € C(K) erhalten wir durch Komposition gof € C(X) und damit nach
vorheriger Uberlegung eine Abbildung Pryor lpox): B(X) — [0,1]. Verwenden wir
diese als Komponentenabbildung nach HC( K) [0,1], so induzieren wir eine Abbildung

f=TIprger lacx):

X = BX) = Tlewlo:1]

Das linke obere Quadrat kommutiert auch: Hierzu miissen wir iiberpriifen, dass die
Kompositionen mit den Projektionen auf die Komponenten von [[¢ x)[0,1] jeweils
gleich sind, diese sind aber - nach Konstruktion - jeweils g; o f.

Wegen «(X) = B(X) ist nun

fBx) = fx(X
f

Lemma 7.46
c

komrr;utiert g O f) (X)
c LK (K)
K kor:npakt LK(K)

Theorem 7.43
~ K
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und damit kénnen wir f mit L;(l verkniipfen um unsere gewiinschte Abbildung 8(X) —
K zu erhalten. O

Trivial Nonsense* 7.49. §(X) ist sogar ein Funktor von Top (Kategorie
der topologischen Rdume) nach CHaus (Kategorie der kompakten Hausdorff-
Réaume). Das liegt daran, dass wir im Beweis von Theorem 7.48 alle Schritte
bis f(3(X)) € t(K) = B(K) genauso durchfithren kénnen, ohne verwenden zu
miissen, dass K kompakter Hausdorff-Raum ist, und wir damit fiir f : X — K
eine entsprechende Abbildung f : 8(X) — B(K) induzieren, sodass

X X5 B(X

x)
AR

K —x B(K)

kommutiert. Alternativ konnen wir auch Theorem 7.48 auf die Abbildung ¢xo f :
X — B(K) anwenden, da B(K) nach Konstruktion kompakt und Hausdorffsch
ist.

Bemerkung* 7.50. Man sollte nicht zu sehr dariiber nachdenken, wie 8(X) aus-
sieht: Die Konstruktion des Raumes ist duflerst nicht-konstruktiv und benutzt
implizit das Auswahlaxiom (damit wir Tychonoff nutzen kénnen. Man kann sich
auch iiberlegen, dass der Satz von Tychonoff dquivalent ist zum Auswahlaxi-
om, weswegen wir auch nicht ohne es auskommen, das geht hier aber zu weit).
Vielmehr sollte man die blofle Existenz eines solchen Raumes als theoretisches
Ergebnis im Hinterkopf behalten, die wir benétigt haben, um die Frage nach der
Kompaktifizierbarkeit eines Raumes zu beantworten. Auch der Spezialfall, dass
B(X) = X fiir kompakte Hausdorff-Rdume ist wichtig.

8 Vereinigungen

Definition 8.1 (Disjunkte Vereinigung). Es sei {X;},_; eine Familie von Men-
gen. Die disjunkte Vereinigung der X; ist definiert als

[[Xi={G2)|iel,zeX}.

el

Lemma 8.2. Fiir jedes j € I ist die Abbildung

Xj I ]_[X1
i€l

Ls .
e — (o)
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injektiv und induziert eine Bijektion

Xj < {(j,SU) ‘ iUEXj} < HXZ

iel

Damit ist insbesondere

UXl = |_| Lj(Xj).

iel jel
Beweis. Klar.

Trivial Nonsense* 8.3. Bei [ |
in Set.

Ein Koprodukt erfiillt die gleiche Universelle Eigenschaft, wenn man die Richtung
aller Abbildungen umdreht, d.h. X ist Koprodukt der X; in Set genau dann,
wenn X Produkt der X; in Set°? ist. Fiir eine genauere Formulierung vergleiche
Theorem 8.11.

X; handelt es sich um das Koprodukt der X;

el

Notation* 8.4. Ich bemiihe mich, folgende Trennung in der Notation vorzuneh-
men:

e Das Zeichen L1 (eckige Vereinigung, \sqcup) steht zwar fiir eine disjunk-
te Vereinigung, allerdings soll es wie die normale Vereinigung behandelt
werden und nur betonen, dass es sich um disjunkte Mengen handelt.

e Das Zeichen | [ (Koprodukt, \coprod) steht fiir die disjunkte Vereinigung
beliebiger Mengen, wie sie in Definition 8.1 eingefiihrt wurde.

Ist z.B. U eine disjunkte Vereinigung von U;, so schreibe ich U = | |
sowohl bedeuten soll, dass U; < U, als auch U; n U; = J fiir ¢ # j.
Ist hingegen U = [[,.; U;, so folgt weder U; < U (allerdings ist ¢; nach dem
vorherigen Lemma eine entsprechende Einbettung, weswegen wir U; oft mit dem
entsprechenden Bild identifizieren), noch, dass U; n U; = J fiir i # j.

Ist | |,.; U; definiert (d.h. die U; paarweise disjunkt), so ist jedoch in jedem Fall

|_|Ui ;HUi.

i€l i€l

er Ui, was

weswegen eine saubere Trennung oft redundant oder nicht moglich ist.

Definition 8.5 (Disjunkte Vereinigung topologischer Rdume). Sei (X O;);er ei-
ne Familie von topologischen Rdumen. Wir versehen [ [,_, X; mit der Topologie,
die von [ J,.; O; als Basis erzeugt wird. Den entstehenden Raum nennen wir das
Koprodukt der topologischen Raume.

Bemerkung* 8.6. Eigentlich miissen wir die Topologie erstmal als Subbasis
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von | J,.; O; erzeugen lassen, man tiberpriift jedoch mit Theorem 6.7 leicht, dass
es sich dann sogar um eine Basis handelt, was wir im Folgenden auch verwenden
wollen.

Notationsmissbrauch 8.7. Eigentlich ist O; ¢ P([ [,.; X;) keine Familie von
Teilmengen von [ [,.; X;, weswegen die Definition keinen Sinn macht. Mittels den
Einbettungen ¢; : X; — [ [,.; X; konnen wir jedoch O; entsprechend auffassen.
Man kédme in Versuchung

O := U Ll(Ol)

iel
zu schreiben, doch eigentlich ist auch das falsch, weil wir ¢; nicht nur auf die
Elemente von O;, sondern auf die Elemente der Elemente von O; anwenden
wollen - némlich auf die Elemente der offenen Teilmengen, die in O; spezifiziert
waren. Im Folgenden wollen wir jedoch weiterhin | J,.; O; schreiben um obiges
zu meinen, die Einbettungen ¢; sind in der Notation unterdriickt.

Warnung. Die Menge | J,.; O; ist im Allgemeinen keine Topologie. Z.B. ist

L[Xi¢UOi.

el iel

el

Lemma 8.8. Eine Menge U < [ [,_; X; ist offen, genau dann, wenn L;l(U) c X;
offen ist fiir alle j € I.

Beweis*. " =" Sei U < [[,.; X; offen, dann kénnen wir U = | J,x Ui schreiben,
wobei Uy € | J,.; O; ein Element der (Sub-) Basis ist Dann ist

GHU) =it (U Uk> = J '@

keK keK

iel

Nun ist aber Ljfl(Uk) = (&, wenn Uy, aus einem O; mit ¢ # j stammt, und ¢; YUy) =
U, wenn U;, aus O; stammt, also in jedem Fall eine offene Teilmenge von X;, und
damit ist das Urbild offen.

’ <=’ Nimm umgekehrt an, dass Lj_l(U ) © X offen ist fur alle j € I. Es geniigt
wegen [ [,.; X = | ;o ti(X;) festzustellen, dass

U =W nux) = Juli ' (0).
i€l i€l

und dies ist offen nach Annahme, da ¢; eine Einbettung ist. O

Bemerkung 8.9. Per Definition ist fir jedes j € I die Menge ¢(X;) = {(j,z) | z € X}
offen in [, ; X; und die von ¢; induzierte Abbildung

el

X; > {(Go) |re X [ [ X

el
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ist eine Einbettung. Die X; kénnen wir also kanonisch als Teilraume von | | o1 Xi
auffassen.

Beispiel 8.10. 1. Betrachte einen Kreis und einen Torus, die getrennt in R3
liegen. Die Unterraumtopologie auf dieser Menge ist die gleiche wie die
Topologie der disjunkten Vereinigung.

2. Auch wenn [0,1] U [3,1] = [0,1] ist die Koprodukttopologie auf [0,1] L
[5. 1] nicht die Unterraumtopologie auf [0, 1]. (die beiden Réume sind schon
als Mengen nicht gleich).

Satz 8.11 (Universelle Eigenschaft des Koprodukts). Sei {X;},_; eine Familie
von topologischen Réumen und sei Y ein topologischer Raum. Seien f; : X; — Y
Abbildungen fiir alle j € I. Definiere die Abbildung

. HiEIXi — Y
F‘ Giz) — fi@)

Dann ist F' genau dann stetig, wenn alle f; stetig sind.

le fjl

Beweis. f; ist stetig als Verkniipfung stetiger Abbildungen, da F ov; = f;.
" <= Sei nun f; stetig fiir alle j. Sei V € Y offen, dann miissen wir zeigen, dass
F~Y(V) < [],; Xi offen ist. Es ist nun aber

G HETHV)) = (Fouy) (V) = £71(V) € X;.
offen in X;, weil f; stetig war. Nach Definition ist dann genau F~'(V) offen in
Hz‘e[ Xi. O

Frage 8.12. Was ist, wenn die Vereinigung nicht disjunkt ist?

Sei X ein topologischer Raum und X;, Xo € X Unterrdume sowie X; u Xo = X
Setze Xy := X3 n X5. Wir wollen die Topologie auf X aus denen von Xy, X, Xo
rekonstruieren.
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Beispiel 8.13. Falls X1 X5 = (J, so kénnen wir aus den Einbettungen X; — X
und X — X nach der Universellen Eigenschaft eine Abbildung F : X; [[ X2 —
X induzieren, die stetig und bijektiv ist. Diese ist offen, genau dann, wenn X1, X5
offen in X sind (wie wir spéter sehen werden).

Beispiel 8.14. Sei X = [0,1],X; = [0,1] und X» = (%,1], also X = X; u Xo.

Allerdings ist X; [ [ X2 # X, weil die Menge [0, %] offen in X; | [ X5 ist, allerdings
nicht in [0, 1].

Bemerkung* 8.15. Man kann sich das wirklich bildlich so vorstellen, dass die
disjunkte Vereinigung von [0, 1] und (3, 1] bedeutet ’lege sie mit Abstand neben-
einander auf den Zahlenstrahl”. Damit geht die 'Néhe’ von % zum Anfangsstiick
von (3,1] 'verloren’. In der Tat ist auch [0, ]11](3,1] = [0,4] U (1, 2] mit der

) )
Teilraumtopologie von R.

Eine teilweise Antwort auf obige Frage gibt folgende Konstruktion:
Definition 8.16 (Disjunkte Vereinigung iiber einem Basisraum). Seien Xg, X7, X5

topologischen Raume und f; : X — X7 sowie fo : Xy — X5 stetige Abbildun-
gen. Definiere X3 ) X5 als Quotient
Xo

X[ [ X2/ ~.

wobei ~ erzeugt wird durch fi(z) ~ fo(x) fiir alle x € Xj.

Beispiel 8.17. Betrachte zwei Kopien von D?. Wir kénnen S' jeweils kanonisch
als Rand einbetten, dann erhalten wir

D? UD2 ~ §2.
Sl

(Das ist noch kein Beweis, aber die Intuition ist klar - mehr dazu spiiter).
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D Ot
/
r\)%if

Abbildung 15: Disjunkte Vereinigung von D? und D? iiber S*

Warnung. Der Raum X; | X» hingt von den Abbildungen fi, fo ab. Dazu folgen-
Xo

des:

Beispiel 8.18. Betrachte wieder zwei Kopien von D2, bette f; : S! < D?

kanonisch ein, und bilde f» : S* — D? konstant in den Mittelpunkt ab. Dann
erhalten wir eine 'Kugel auf einem runden Tisch’

Trivial Nonsense* 8.19. Der Raum X; [ [ X3/ ~ ist der Limes (in Top) des
folgenden Diagramms:
X1

V

Xo

N

Xo
Beweis. Zunichst konstruieren wir Abbildungen g; : X; — X1 [[ X2/ ~. 91,92
kénnen wir einfach als Komposition von ¢; : X; — X3 [ [ X3 mit der kanonischen
Projektion p: X1 [[ X2 — X3 [[ X2/ ~ definieren.
Behauptung 5. Esist potj o f; =pogo fo.

Unterbeweis. Nach Konstruktion ist fiir # € Xo: ¢1(f1(z0)) ~ ta(f2(zo)) (die
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Einbettungen hatten wir in der Definition von ~ unterdriickt), und nach Defin-
tion des Quotientenraumes schickt p die beiden also auf das gleiche Element. B

Wir kénnen nun gg :=po iy o fi = po g o fo definieren.
Warnung. Es ist ¢; o f1 # 12 0 fo, so leicht ist unser Leben nicht!

Wir miissen noch priifen, dass fiir jeden Morphismus des Diagramms die ent-
sprechenden Abbildung nach X; [ [ X3/ ~ kommutieren:

X1
o
g0

Xog ———— X1 [[Xe/ ~ -

h %
Xo

Das ist aber nach Konstruktion mit der Rechnung

Behauptung 1

gloflzglopoLlofl pOLZOfQZQQOfQ'

klar. Es bleibt zu zeigen, dass unser behaupteter Limes X [ [ X2/ ~ universell
ist. Sei also L ein weiterer topologischer Raum mit Abbildungen g;, g1, g5, sodass

Xy
96

Xo—2 5.

X5

kommutiert, dann miissen wir zeigen, dass es genau eine Abbildung f : L —
X1]] X2/ ~ gibt, sodass g, = f o g;. Zunichst haben wir mit der Universellen
Eigenschaft des Koprodukt eine von ¢, g2 induzierte Abbildung g : X1 [[ X2 —
L, also ergibt sich folgende Situation:

X

V

Xo

1
f2
Xo
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Warnung. Auch in diesem Diagramm kommutiert das linke Quadrat nicht, d.h.
t10 f1 # 20 fo.

Behauptung 6. g bildet dquivalente Elemente von X; [ [ Xs auf gleiche Ele-
mente in L ab.

Unterbeweis. Es geniigt zu zeigen, dass g(u1(f1(z))) = g(t2(f2(2))) fiir 2 € Xo
beliebig, weil die Aquivalenzrelation hiervon erzeugt wird. Dazu ist

gounofi=giofi=gy=930fo=goi0 fo.

indem wir die Eigenschaften der induzierten Abbildung ¢ und die des Limes L
der Reihe nach anwenden. |

Mit Behauptung 2 und der universellen Eigenschaft der Quotiententopologie fak-
torisiert nun g iiber X; [ [ X2/ ~, also induziert g unsere gewiinschte Abbildung
f: X1 ][] Xe/ ~— L, sodass

X [[X, —LX— L

x’ﬂ

Xi ][ Xo/ ~

kommutiert. Dann erhalten wir auch schnell gj = got; = fopou = fog,
analoges fiir go, sowie g = g} o f1 = g1 0 f1 = go.

Es bleibt zu zeigen, dass die induzierte Abbildung f eindeutig ist. Nach der
universellen Eigenschaft der Quotiententopologie geniigt es, zu zeigen, dass g
eindeutig bestimmt. g ist aber nach der universellen Eigenschaft von X [] X»
eindeutig bestimmt. Also war f eindeutig.

Damit haben wir iiberpriift, dass X; ][] X2/ ~ alle Eigenschaften eines Limes
erfiillt. [

Bemerkung* 8.20. Ja, der Beweis der Aussage ist sehr lang, dafiir, dass er
intuitiv klar ist, und das ist irgendwie typisch fiir Kategorientheorie. Ich hatte
Lust, das mal ordentlich aufzuschreiben, aber normal verkiirzt man den Beweis
drastisch und verweist einfach die beiden anderen universellen Eigenschaften.

Beispiel 8.21. Ist Xy = {*} ein Punkt, so ergibt sich

Definition 8.22 (Wedge-Produkt). Seien X, Y nichtleere topologische Riume,

z € X und y € Y. Bilde f; : {*} > X,* — x und analog fiir Y ab. Der entste-

hende Raum X (J Y heifit Einpunktvereinigung oder auch Wedge-Produkt
{x}

von X,Y und wird mit X v Y notiert.
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Beispiel 8.23. Sei (X,z) = (S, 1) und (Y,y) = (S,1). Dann ist X v Y ein
Bouqget von 2 Kreisen.

Beispiel 8.24. Esist [0, £]v 1 [3.1] = [0,1]. Verkleben wir allerdings die Punkte

% und %, so erhalten wir nicht das Einheitsintervall, sondern ein Plus-Zeichen.

Bemerkung* 8.25. Aus anderen mathematischen Richtungen kennt man das
Wort "Wedge’ eigentlich als Symbol A. In der Topologie ist dies jedoch anders.
Das Symbol A heifit ’Smash’ und definiert das Smash-Produkt zweier Rdume:

XAY =XxY/XVvY.

Es ist z.B. S* A 8! = S? und sogar allgemein S™ A S" =~ §2".

Definition 8.26 (Smash-Produkt). Seien X,Y topologische Riume und z €
X,y € Y Punkte. Dann ist das Smash-Produkt definiert als

(X,z) A (Yy) = X xY/(X x{y} u{z} xY).

- a
AN SwmolnFroduRT

XX\//X\;\/

ntm

Qng" 2D g}

Abbildung 16: Entstehung des Torus als S* A S?

Bemerkung* 8.27. In der Pause stellte sich die Frage, ob es ein Beispiel fiir
einen nicht-normalen Hausdorfl-Raum gibt. Siehe hierzu [Lyn70, Gegenbeispiel
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86].

Beispiel* 8.28 (Punktierte Tychonoff-Planke). Wir geben (nach einem Kom-
mentar von MELVIN WEISS) ein Beispiel fiir einen Hausdorff-Raum, der nicht
normal ist, die sogenannte geléschte Tychonoff-Planke (eng: 'deleted Tycho-
noff plank’). Sei hierzu X die erste unendliche Kardinalzahl und N; die ers-
te iiberabzihlbare Kardinalzahl. Auf den Réumen [0,R¢] und [0,8;] kénnen
wir in natiirlicher Weise eine Topologie definieren, indem wir die Anfangs- und
Endstiicke des Intervalls als Subbasis wéhlen. Der Raum

T:= I:O7 No] X [O,Nl]

heifit Tychonoff-Planke und ist ein kompakter Hausdorff-Raum, also insbeson-
dere normal. Der Teilraum

Taeleted 1= T\ {00} := T\ {(Rg,Ry)}.

heifit punktierte Tychonoff-Planke und ist ein lokal kompakter Hausdorffraum,
allerdings nicht normal.

Beweisskizze. Wir verweisen an dieser Stelle darauf, dass [0, o] fiir jede Ordi-
nalzahl a ein kompakter Hausdorffraum ist, das ganze beruht im Wesentlichen
darauf, dass die Ordinalzahlen eine Wohlordnung bilden. Also ist 7" als produkt
von kompakten Hausdorffriumen ebenfalls kompakter Hausdorffraum (Theo-
rem 7.32, Theorem 7.28), also normal (Theorem 5.17.

Der Teilraum Tyeleteq 1St also als Teilraum eines Hausdorff-Raumes ebenfalls
Hausdorff. Allerdings lassen sich die beiden abgeschlossenen Mengen

A:=1[0,R0) x {Ny}, B = {Ro} x [0,Ry).

nicht durch offene Mengen trennen:

Angenommen, wir finden A € U und B € V mit U,V offen. Sei n € N = N
beliebig, dann ist (n,R;) € A € U. Da U offen, finden wir ein Basiselement
der Produkttopologie, das (n,R;) enthilt, also gibt es a;,, < Ny, sodass bereits
das Intervall {n} x [a,,R1] € U ist (an dieser Stelle sollte man sich eigentlich
genauer Fragen, wie die Topologie auf einer Ordinalzahl definiert ist, die Details,
und warum die behauptete Aussage folgt, sind aber leicht zu iiberlegen). Jetzt
kommt der Trick: Wir betrachten

B := sup ay,.
neN

Behauptung 7. g < ¥,
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Unterbeweis. Esist § = J,,cy @n (nach Konstruktion der Ordinalzahlen) wieder
eine Ordinalzahl. Da a,, < R 1st ay, (als Menge) abzéhlbar, und somit auch 3
als abzéhlbare Vereinigung abzédhlbarer Mengen, also ist auch g < Ny, weil Ny
iiberabzahlbar ist. |

Jetzt wissen wir also, dass sogar der Streifen [0, No) x [3,R;1] € U ist (nach Wahl
der ar,), d.h. die Menge U enthilt sogar ein "Rechteck positiver Hohe’, was absurd
ist. Formal kénnen wir argumentieren, indem wir jetzt fiir den Punkt (g, 8) € B
eine offene Umgebung wihlen und somit ein Intervall [v,Rg) x {#} € V mit

v < Ng finden. Dann ist jedoch (y,8) e U n'V, é . O

Das absurde an dem Beispiel ist, dass wir das Supremum der «,, nehmen, die
zwar alle < W; sind, aber dennoch 8 # R, folgt. Von den reellen Zahlen sind wir
gewohnt, dass hier Gleichheit eintreten kann. Wir haben also sogar gezeigt, dass

Behauptung 8. Im Raum [0, X;) konvergiert jede monoton steigende Folge.

obwohl der Raum nach oben keine Schranke besitzt. Die Moral daran ist un-
gefdhr 'Ry ist zu grof, um von Folgen erreicht zu werden’. Das motiviert auch
die Einfithrung von Netzen fiir groflere topologische Rdume, die wir hier aber
nicht behandeln.

Wir haben nun Abbildungen j;: X; — X1 [Jx, Xo:

X1 L>X1HX2 X2L>X1HX2
x lq k lq
X1 U Xe Xo U Xy
X(] XO

Lemma 8.29. Seien X, X1, X5 topologische Raume, f1: Xo — X1, fo: Xo —
X, stetig und betrachte die kanonischen Abbildungen ¢;: X; — X; [ [ X2 sowie
¢: X1 [[X2 = Xy UX2

Ist f1 injektiv so 1st ]2 injektiv. Ist fy injektiv, so ist j; injektiv.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage, die zweite folgt aus Symmetriegriinden.
Seien z,y € Xo mit jo(x) = jo(y), nach Konstruktion ist also x ~ y. Da die
Aquivalenzrelation erzeugt ist von fi(x) ~ fo(z), gibt es nun eine Folge von Punkten
Ti=py ~ps~...~p, =y, die jeweils von der Form fi(z) ~ f2(x) sind.

=

Erzeugen wir eine Aquivalenzrelation durch x; ~ y; fir i € I, so sind zwei
Element x,y genau dann #quivalent, wenn es eine endliche Folge = = ag ~

ay ~ ...~ a, =y gibt, wobei {a;,a;1+1} = {(x;,y;} fiir ein i € I. _I

Genauer gibt es also x1 € X mit fo(z1) = p1 = z und f1(z1) = pe, und Iz € Xy mit
fa(x2) = p3 sowie fi(xz2) = p2 (auf welcher Seite f; bzw. fy steht, ergibt sich daraus,
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dass die Punkte p; alternierend aus X7,Xs kommen miissen). Allgemein gibt es also
X; € X() mit

f2($2i71) = P2i—1, f1($2i71 = P2i), f2(902i = p2i+1)» f1($2i) = D2i
Nun wissen wir aber, dass fi injektiv ist, also ergibt sich x4;_1 = z2,;. Dann ist bereits:
= fa(w1) = fo(x2) = p3 == fo(x3) = fo(v4) =ps = ... = y.

und damit haben wir x = y gezeigt und j, ist wie gewiinscht injektiv.

><l yﬁ

T,
Pa EQ)
Q( /\\ <_///‘>Xo

Abbildung 17: Beweisskizze zu Lemma 8.29

Wir kehren nun zu unserer Ausgangssituation bzw. Ausgangsfrage zuriick:
Sei X ein topologischer Raum und seien X7, X5 € X Unterrdume, sodass X; u Xy =
X. Setze Xg := X1 n Xs.
Betrachte
Xl L[ X2 — X
fl (L) — =
(2,2) +— =z

(im Wesentlichen ist das die Projektion, sodass wir das ’disjunkt’ aus der Vereini-
gung wieder loswerden). Dann faktorisiert f’ nach der Universellen Eigenschaft der
Quotiententopologie iiber f: X7 x, X2 = X, dh wir erhalten:

XX~ X

| A

Xl UXO X2

Es ist f’ surjektiv wegen X; u X3 = X, also auch f’, und wir priifen auch leicht die
Injektivitédt von f. Nun ist:

Satz 8.30. Betrachte die Konstruktion von eben. Nimm an, dass zusétzlich eine
der Bedingungen
1. Xy, X5 sind offen.

2. X1, X sind abgeschlossen.

gilt. Dann ist f ein Homdomorphismus.
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Beweis. Wir zeigen die Aussage nur unter Verwendung von 2., der Fall 1. geht analog.

Es geniigt zu zeigen, dass f abgeschlossen ist (weil wir schon wissen, dass f eine

stetige Bijektion ist). Sei A € X; | J X2 abgeschlossen. Dann sind JrH(A) € X, und
Xo

j{l(A) € X5 abgeschlossen, da j1, jo stetig. Wegen

FA) = jr ' (A) v gz ' (A).
sind wir fertig, indem wir (j;*(A) € X; abgeschlossen und X; € X abgeschlossen)

= j;'(A) € X abgeschlossen bemerken. O

Bemerkung* 8.31. Die Stetigkeit von f~! kann man auch mit Aufgabe 2.2
einsehen, weil X = X; u X5 mit X;, Xo abgeschlossen ist, und die entspre-
chenden Teilabbildungen X; — X3 U Xo Xs Einbettungen sind. Im Wesentlichen

wiederholen wir hier einfach nur die Aussage des Ubungsblattes.

Beispiel 8.32. Sei X = S™ und betrachte die Teilrdume
X1={zeS" | zpnt1 =0} Xo={reS" | rpt1 <0}
, also die obere und untere Halbkugel. Der Schnitt
Xo=X1nXo={xeS" | xps1 =0}.

ist dann genau der Aquator der Kugel, also lernen wir aus Theorem 8.30, dass

S" >~ X1 UX2
Xo
Mit der Abbildung
X, — D"
(1, Tnt1) — (T1,...,25)

(die Projektion auf die n-Dimensionale Scheibe) erhalten wir einen Homdomorphismus
D" = X1, Xo, also haben wir eigentlich sogar

st=~p" | J D™
Sn—1
gezeigt.

Warnung. Auch hier ist wieder wichtig, dass wir S"~! < D" jeweils kanonisch
einbetten, fiir andere Abbildungen haben wir bereits gesehen, dass wir andere
Réume erhalten kénnen.

Vorlesung 9

Di 11 Mai 2021

9 Zusammenhang, Wegzusammenhang
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Definition 9.1 (Zusammenhang). Ein topologischer Raum heifit zusammen-
hingend, wenn er sich nicht in zwei nichtleere, disjunkte, offene Teilmengen
zerlegen lésst.

Lemma 9.2 (Offen-abgeschlossene-Mengen). Ein Raum ist zusammenhéngend,
wenn die leere Menge und der gesamte Raum die einzigen Teilmengen von X
sind, die offen und abgeschlossen sind, d.h.

#AC X, A+ @, X: A offen und abgeschlossen.

Beweis*. Gibt es eine offene, abgeschlossene Menge A # ¢, X, soist X = AL A€ eine
Zerlegung in offene, diesjunkte Mengen. Ist umgekehrt X = U; u Uy mit Uy, U; offen,
disjunkt und nichtleer, also auch nicht X, so sind Uy, Us beides offen abgeschlossene
Mengen. O

Bemerkung 9.3. X ist nicht zusammenhingend, genau dann, wenn X =~ X; [ [ X5
eine disjunkte Vereinigung von 2 Rdumen X, Xy # (J ist.

Beispiel 9.4. 1) R\{0} = (—0,0) u (0,00) und (—00,0), (0,00) sind offen,
disjunkt und nicht leer, also ist R\ {0} nicht zusammenhéngend.

2) Betrachte Q € R mit der Unterraumtopologie. Dann ist
Q = (Q N (—OO, \/5)) o (Q N (\/5700»

eine Zerlegung in offene, disjunkte, nichtleere Mengen, also ist auch Q nicht
zusammenhéngend.

Bemerkung* 9.5. Es ist meistens einfacher, zu zeigen, dass ein Raum nicht
zusammenhéngend ist, die Gegenrichtung erweist sich als schwerer. Deswegen
folgender

Satz 9.6 (Einheitsintervall). Das Intervall [0, 1] ist zusammenhéngend.

Beweis. Nimm gegenteilig an, dass [0, 1] nicht zusammenhéngend ist, schreibe also
[0,1] = Au B mit A, B # (J, offen und disjunkt. OBdA sei 0 € A. Wegen B #
gibt es ¢ := inf B. Da t abgeschlossen (weil A offen!), ist ¢t € B, also folgt [0,t) < A.

Aber jede Umgebung von ¢ € B schneidet [0,t), also A, é ,weil An B = (. O

Definition 9.7 (Weg). Sei X ein topologischer Raum und z,y € X. Ein Weg
von z nach y ist eine stetige Funktion w : [0,1] — X, sodass w(0) = x und
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Definition 9.8 (Wegzusammenhang). Ein topologischer Raum X heifit weg-
zusammenhingend, falls fiir je zwei Punkte z,y € X ein Weg von x nach y
existiert.

Beispiel 9.9. 1) Die Mengen (a,b),[a,b), (a,b] und R sind alle wegzusam-
menhéngend. Definiere hierzu

[0,1] — R
t — ty+ (1 -tz

Als Verkniipfung stetiger Funktionen ist ¢ stetig, und wir sehen leicht, dass
O—2z,1—y.

2) R™ n > 0 ist wegzusammenhingend. Dazu betrachte vorherige Abbildung
auf den einzelnen Komponenten

3) R™\ {0},n > 2 ist wegzusammenhéngend. Seien hierzu x,y € R™\ {0}.

Fall 1: Die Strecke von x nach y liegt in R™\ {0}. Dann betrachten wir
wieder die Abbildung aus 1) und sind fertig.

Fall 2: Die Strecke trifft die 0. Wihle dann einen dritten Punkt z, der
nicht auf der Geraden durch z,y liegt. Dann gibt es einen Weg von «
nach z und einen von z nach z, und die Vereinigung der beiden Wege
ist dann ein Weg von x nach y.

Bemerkung* 9.10. Wir verwenden natiirlich entscheidend, dass ty + (1 —t)z €
(a,b),[a,b), (a,b],R fiir beliebige x,y, die auch in einer der Mengen liegen (Das
ist Teil der Definition eines Weges!).

Bemerkung* 9.11. Ebenfalls kann man sich kurz Uberlegen, dass die Vereini-
gung von zwei Wegen wieder ein Weg ist. Seien hierzu wi,ws Wege von x nach
y bzw. von y nach z. Dann definieren wir

[0,1] — X
w wq(2x) Oéxé%
x >
we(2z—1) $<z<1

so sehen wir leicht w(0) = w1(0) = z, w(l) = wa(2-1—1) = we(1) = 2z, und
w ist stetig, weil f auf [0, 1] und [3,1] stetig ist und bei § beide Definitionen
wegen wi (1) = y = wa(0) = wa(2 - 1) iibereinstimmen.
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Lemma 9.12. Ist X wegzusammenhéngend, so ist X zusammenhéngend.

Warnung. Die Umkehrung von Lemma 9.12 gilt im Allgemenien nicht. Vergleiche
hierzu Aufgabe 5.1.

Beweis von Lemma 9.12. Sei X wegzusammenhéngend, und nimm gegenteilig an,
dass X = U; u Uy mit U; € X offen und disjunkt. Sei xy € Uy,x2 € Us. Dann
gibt es einen Weg w von x; nach x5, und wir erhalten

wil(Ul) ) wil(Ug) = wil(Ul ) Uz) = [O, 1]

Allerdings sind w1 (U;) offen (w ist stetig), disjunkt (Uy, Us sind disjunkt) und nicht
leer (0 € w='(Uy), 1€ w='(U)), also ist [0,1] nicht zusammenhéngend. 4 mit Theo-
rem 9.6. O

Korollar 9.13. R und R? sind nicht homéomorph.

Beweis. Nimm an, es gibt einen solchen Hom6éomorphismus

.R2—>R
0 0

Dann induziert f auch einen Homgomorphismus R?\ {0} =~ R\ {f(0)}, allerdings ist
R?\ {0} wegzusammenhingend, und R\ {f(0)} nicht, é . O

Frage 9.14. Sind R”,R”™ hom6omorph?

Antwort. Nein, das gilt natiirlich genau dann, wenn n = m. Allerdings warten wir
mit einem solchen Beweis bis zur algebrasichen Topologie. Siehe hierzu auch den
Satz zur "Invariance of domain’ von Brouwer (den wir hier aber erstmal nicht behan-
deln).

Satz* 9.15 (Invariance of domain). Es sei U < R"™ offen und f : U — R"

injektiv und stetig. Dann ist f(U) € R™ offen und f ist ein Homéomorphismus

f: U= f(U).

Korollar* 9.16. R™ % R™ fiir n # m.

Ein Versuch fiir einen #hnlichen Beweis wie R % R? scheitert, weil R?\ {0} und
R3\ {f(0)} beide (weg)zusammenhingend sind. Man kénnte nun Versuchen, eine Ge-
rade oder einen Kreis von R? zu entfernen, der entsprechende Raum ist dann unzusam-
menhingend. Es erscheint auch klar, dass R3\ f(Kreis / Gerade) zusammenhingend
ist, allerdings ist ein entsprechender Beweis verhéltnisméBig schwer. Die algebraische
Topologie wird es uns ermoglichen, das wesentlich einfacher einzusehen.
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| O,Ro_\ KN\&‘&) QWW
A\ oS- g

1
2ild von S
R* S Jovdom cunve Haugrmn -

Abbildung 18: Skizze einer Jordankurve in R?

Bemerkung* 9.17. Die Frage, ob eine Schleife in R? (ein stetiges, injektives
Bild von 8! in R?) den Raum in zwei Teile zerteilt, ist auch schwerer als man
denkt, hierzu vergleiche den

Satz* 9.18 (Jordan’scher Kurvensatz). Es sei C' eine Jordankurve in R,
d.h. das Bild einer injektiven stetigen Abbildung ¢ : S' — R2. Dann besteht
R?\C' aus genau 2 Komponenten, eine davon ist beschrinkt (die Innere),
eine unbeschrinkt (die AuBere)’

Der Beweis verwendet aber auch Methoden aus der algebraischen Geometrie.

Lemma 9.19 (Bilder von zusammenhéngenden Rdumen). Sei f : X — Y stetig
und surjektiv.

1) Ist X wegzusammenhingend, so ist ¥ wegzusammenhingend.

2) Ist X zusammenhingend, so ist Y zusammenhiingend.

Beweis. 1) Seien y1,y2 € Y beliebig. Da f surjektiv ist, finden wir z1,22 € X mit
f(z1) = y1, f(x2 = y2). Nun finden wir wegen Wegzusammenhang von X einen
Weg w: [0,1] - X mit w(0) = 21 und w(1l) = x2. Dann ist die Verkniipfung

0,1 — Y
fouw: 0 —  f(r1) =u
1T f(x2) =y

ein Weg von y; nach ys, also ist Y wegzusammenhéngend.

2) Nimm an, dass Y nicht zusammenhiingend ist, also gibt es Uy,Us # & offen
und disjunkt mit Y = U; u Us. Dann ist auch

X=f'Y)=fUholz) = f1(U1) v fH(Up).
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und f~1(U;) sind offen, disjunkt und nichtleer, weil f surjektiv ist. Also ist X

nicht zusammenhéngend, é .

Beispiel 9.20. Die Sphére S™, n > 1 ist wegzusammenhéingend. Hierzu stellen
wir fest, dass

R™ {0} = S~ x R TIgOn gn—1,

und wir wissen schon, dass R™\ {0} wegzusammenhingend ist, also auch S™~1.

PN
Y

Bemerkung* 9.21. Der kanonische Isomorphismus ist erstmal R™\ {0} =~ S"~!x
R, indem wir z — (ﬁ, ||x||2) abbilden. Allerdings ist R = (0, 0), z.B. mit der
Exponentialabbildung.

Beispiel 9.22 (Auf Nachfrage in der Vorlesungspause besprochen). Eine Teil-
menge X < R™ heifit konvex, wenn fiir x,y € X auch die Verbindungsstrecke
in X liegt, d.h. fiir A € [0, 1] ist auch Az + (1 — A)y € X. Eine Teilmenge heif}t
sternformig, wenn es ein g € X gibt, sodass fiir jedes y € X die Verbindungs-
strecke von zy nach y in X liegt.

Dann sehen wir, dass

X konvex = X sternformig = Xwegzusammenhéngend.

Die erste Implikation ist trivial, wihle g € X beliebig, fiir die zweite bilden wir
[0, 1] einfach auf die Verbindungsstrecke von ¢ nach y ab, dann sind alle Punkte
mit zy verbunden, und deren Hintereinanderschalten ergibt Wege von x nach y
fiir x, y beliebig.

Im Wesentlichen ist das das gleiche Argument, dass wir auch schon fiir die In-
tervalle in R benutzt haben.
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Abbildung 19: Links: eine konvexe Menge. Rechts: eine sternférmige, nicht-konvexe
Menge

10 Lemma von Urysohn

Bemerkung 10.1. In der Vorlesung wurde auch folgendes angemerkt: Im ge-
samten niichsten Kapitel konnen wir fiir die Definition eines normalen Raums
die Hausdorff-Eigenschaft fallen lassen. Alle Aussagen gelten weiterhin. Beachte
aber, dass wir dann mit Urysohn nicht zwingend zwei Punkt trennen koénnen,
weil diese nicht zwingend abgeschlossen sind.

Satz 10.2 (Lemma von Urysohn). Sei X ein normaler topologischer Raum. Seien
A, B € X abegschlossen und disjunkt. Dann existiert eine stetige Abbildung
f:X —[0,1], sodass f |a=0 und f |g=1.

R

Lemma 10.3. Sei X ein topologischer Raum, sodass fiir jedes r € [0,1]nQ offene
V., € X, sodass r < ' = V, € V... Dann existiert eine stetige Abbildung
f: X —[0,1], sodass f(x) =0 fir x € Vo und f(x) =1 fiir x ¢ V3.

Beweis. Definiere
X — [0,1]

f: . 1 $¢V1
’ inf{r|zeV,} z¢W
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Abbildung 20: f wird durch die Familie der Mengen V; ’approximiert’

Die Eigenschaften f [y,= 0 und f |x\y,= 1 sind sofort klar. Es bleibt zu zeigen, dass
f stetig ist. Da
S :={[0,a) | ae[0,1]} U {(a,1] | a € [0,1]}.

eine Subbasis der Topologie auf [0, 1] ist, geniigt es, Stetigkeit auf S zu priifen. Sei

re f71[0,a)) <= f(x)<a<l1

Def von f .
— inf{r|zeV.}<a
Q ist dicht
— dr<a,reQ:zeV,
— meUVT

Fiir den zweiten Typ von Basielementen ist

x ¢V, oder
zeVi,a< f(x) =inf{r|zeV,}

— ' >a,reQ ¢V
V,.cV,.,

r=-r

— FreQa<r<r,z¢V,

— ze | (xX\W)

r>a

re f 1 (a,1]) =

also ist auch f~!((a,1]) eine Vereinigung von offenen Mengen.
Also ist f stetig, wie zu zeigen war. O

Bemerkung* 10.4. Wir kénnen uns die V, wie eine Art "Hohenprofil’ oder
"Hohenlienien’ vorstellen, die wir in unserem Raum gegeben haben.

Vorlesung 10

Di 18 Mai 2021
Wir erinnern uns daran, dass wir gerade dabei waren, Theorem 10.2 zu beweisen.
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Lemma 10.5. Sei X ein normaler Raum, A € X abgeschlossen und U € X
offen mit A € U. Dann existiert V € X offen mit

AcCcVcVcl.

Abbildung 21: Skizze zu Lemma 10.5

Beweis. Wegen U offen ist X\U abgeschlossen. Wegen X normal gibt es V, V'’ offen
mit AV und (X\U) € V' mit Vn V' = . Nun ist

AcVeX\V cU.

nach Definition des Abschlusses ist nun AV €V € X\V' c U. O
Beweis von Theorem 10.2 (Lemma von Urysohn).

Ziel. Vr € Q n [0, 1] konstruiere V,. € X offen, sodass
1. AcV,
2. Bc X\,
3.r<r = V,cC V.
Dies geniigt, denn dann wissen wir mit Lemma 10.3, dass
3f : X — [0, 1] stetig
flx) =0 VYeelVp2A
fley =1 VeeX\V, 2B

Wihle hierzu eine Abzihlung pq,pe,... von Q n [0, 1], sodass p; = 1 und ps = 0.
Definiere nun {VTL rekursiv, wobei wir auch induktiv die Invariante erhalten wollen,
dassr <r' = V, S V.
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e p; = 1. Setze V; := X\B (offen, weil B abgeschlossen ist)
e py = 0. Nach Lemma 10.5 mit A = A und U = X\B finden wir V; offen mit

AcVoc Vo< X\B=:V.

e Sein > 3,dannsind also V,,,, Vj,, ..., V,, , schon definiert. Esist {p1,p2,...,pn}
wohlgeordnet, weil es sich um eine endliche Menge handelt, also gibt es unter
ihnen einen direkten Vorgénger p; von p,, und einen direkten Nachfolger p; von

Pn-

I_ES konnte z.B. n = 5 sein mit

1911 %2 p%?’ %4 p§5 Dann ist die Menge als {0, %, %, %, 1} geordnet,
und wir sehen p; == % < % < %

. N

Verwende nun Lemma 10.5 mit A = V,, und U = Vp,, (hier ist wichtig, dass
wegen p; < p;j beretis V),, © Vp, gilt, sonst kénnen wir das Lemma nicht anwen-

den.)
Also finden wir V mit V,, cV <V < Vp,- Man priift leicht, dass wir so auch
die Invariante der Induktion erhalten haben.

Also haben wir wie gewiinscht die V; gefunden, und somit unsere Funktion. O

Korollar 10.6 (Urysohn mit beliebigem Intervall). Sei X ein normaler Raum
und seien A, B € X disjunkt und abgeschlossen, sowie a < b € R beliebig.
Dann

f: X — [a,b]
f(A) = {a}
f(B) = {b}

Beweis. Zuniichst verwenden wir Urysohn, um eine stetige Funktion g : X — [0,1]
zu erhalten mit f(A) = {0} und f(B) = {1}, dann verkniipfen wir mit der stetigen

Abbildung 0.1] a.4]
0,1] — la,b

N I R

und wir erhalten sofort die gewiinschten Eigenschaften, indem wir f = hog setzen. [

11 Der Erweiterungssatz von Tietze

Wir sehen jetzt das Lemma von Urysohn in Action:

Satz 11.1 (Erweiterungssatz von Tietze). Sei X ein normaler Raum und A € X
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abgeschlossen. Jede stetige Funktion f : A — [—1, 1] lisst sich fortsetzen zu einer
stetigen Funktion f: X — [—1,1], d.h. f [a= f.

Bemerkung 11.2. Das Urysohn’sche Lemma ist ein Spezialfall des Erweite-
rungssatz von Tietze:
Sei X normal und B,C' € X abgeschlossen, disjunkt. Dann betrachte die Funk-
tion
BuC — [-1,1]
f: B — —1
C — 1

Frage 11.3. Gibt es eine Fortsetzung f : X — [—1,1]?

Fiir jede solche Fortsetzung muss auch f |p= f, also f(B) = —1 und f(C) =1
gelten, also genau das, was wir von Urysohn fordern.

Allerdings sagt uns der Erweiterungssatz von Tietze genau, dass wir solche eine
Fortsetzung finden.

Beweis von Theorem 11.1 (Erweiterungssatz von Tietze).

Beweisstrategie. Wir konstruieren eine Folge stetiger Funktionen
{sn: X — [-1,1]},-,, sodass

(i) {sn} konvergiert gleichmiBig gegen eine Funktion s : X — [—1,1], d.h. fiir
jedes € > 0 existiert N € N, sodass

VeeX,n>N: d(sn(x),s(z)) <e.
Weil {s,,} gleichméfiig konvergiert, ist s stetig (nach Aufgabe 5.3,(iv)).

(ii) s|a=f

Dazu benétigen wir erstmal einige Lemmata, die wir im folgenden erarbeiten. O

Lemma 11.4. Sei X normal und A € X abgeschlossen. Sei o : A — [—r, r] fiir
r € Ry stetig. Dann existiert g : X — [—1r, 3] stetig mit |a(a) — g(a)| < 2r
fiir a € A.

Beweis. Setze B := a~! ([—r, —%T]) und C = a~! ([%r, r]) Wegen a stetig sind
B, C abgeschlossen, und sie sind auch disjunkt, weil die Intervalle disjunkt sind. Nach

Urysohn mit beliebigem Intervall finden wir also eine stetige Funktion
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Behauptung 9. g erfiillt die Bedingungen unseres Lemmas, d.h.

r Va € A.

Wl o

a(a) — g(a)| <

Unterbeweis. e Sei a € B, Dann ist a(a) € [—7‘, —%r] und g(a) = —%r, also gilt
die Ungleichung.

e Seia € C. Dannist a(a) € [5r,7] und g(a) = 3, also, also gilt die Ungleichung.

e Seiae A\(Bu C). Dann ist (a), g(a) € [—37, 7], und damit ist der Abstand
auch hochstens %r.

O

Bemerkung* 11.5. In der Vorlesung kam die Frage auf, ob wir manche der
gerade bewiesenen Resultate auch auf die Analysis iibertragen kénnen, indem
wir z.B. den Fixpunktsatz von Banach anwenden.

Fortsetzung des Beweises des Erweiterungssatz von Tietze. Definiere die Folgen s,, in-
duktiv. Dazu
Schritt 1: Verwende Lemma 11.4 mit « = f und r = 1, also erhalten wir

11
gr: X — [31",37’] .

settig mit |f(a) — g(a)| < 2 fiir jedes a € A. Setze 51 = g1.
Induktionsschritt Angenommen, wir haben schon stetige Funktion ¢q,...,¢g, auf X

mit . .
2\ 1 2\ 1
X - |2 N R
o= -(3) 5 G)

2 n
< (3) Va € A.

und

|f(a) N
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Verwende nun wieder Lemma 11.4 mit o« = f — 3" | g; |4 und r = (%)n

Es gibt also
1 /2\" 1 [/2\"
nt1: X = |- =) ;== .
o x5 (5) 5 (3) |

Wir erhalten nun

n n+1
£(@) = 3 9:(0) = gus1(@)| = | F(@) = Y] gi(a)

Nun definiere
n+1

Sp+1 = ZQZX_)R
i=1

Behauptung 10. s, hat Bild in [—1, 1] fiir jedes n € N.

Unterbeweis.

=
S
S

S
Il
—

|sn ()]

n

-
S
&

-
Il
fut

n 21’—11
< — R
50G)
0 i—1
2 1
< — .-
50
1
3
= =1
-3

Die andere Schranke zeigt man vollig analog.

Behauptung 11. Die Folge {s,} konvergiert gleichméflig gegen s.

neN

Unterbeweis. Fir k > n ist

sk () = sn(z)] =
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(i) Fiir jedes z € X ist {s,(2)},~, eine Cauchy-Folge, also konvergiert sie zu einem
Punkt s(x) € [-1,1].

(ii) Intuitiv reicht es fiir gleichmiiflige Stetigkeit schon zu sehen, dass in obiger
Abschétzung kein z vorkommt. Genauer:

Seie>0,s03IN € Nmit Yn > N = (%)n<a. Dann ist

|s(z) = sn(z)] =

lim sg(x) — sp(x)
k—o0

lim |sg(z) — sp ()]
k—o0

2\ "
< (=
()

<e€

also ist die Konvergenz gleichméfig, und s ist stetig.

|
Setze nun f = s, dann iiberpriifen wir
Behauptung 12. f ist eine Fortsetzung von f, d.h. f |4a= f.
Unterbeweis. Es ist
n 2 n
@) = 5(0) = |fl@) = Y ait0)| < (§)
i=1
also
lim [(a) — s.(0)] < lim (2) =0
@) =l < fim \3) =
Also ist
s(a) == lim s,(a) = f(a).
n—o0
fiir jedes a € A. [ |
Wir haben also eine Fortsetzung gefunden, und sind damit fertig. O
Korollar 11.6 (Version des Satzes von Tietze). Sei X ein normaler Raum und
A € X abgeschlossen. Dann gilt folgendes:
1. Jede stetige Funktion f : A — [a, b] lisst sich zu einer Funktion f: X —
[a, b] fortsetzen.
2. Jede stetige Funktion f : A — R lésst sich fortsetzen zu einer Funktion
f: X —>R.
Beweis. Ubung. O
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12 Der Metrisierungssatz von Urysohn

Satz 12.1 (Metrisierungssatz von Urysohn). Jeder normale Raum mit abzéhlbarer
Basis der Topologie ist metrisierbar.

Beweis.

Beweisstrategie. Schritt 1: Betrachte | [[0,1] in der Produkttopologie und zeige,
dass der Raum emtrisierbar ist. Dieser Raum heifit Hilbert-Wiirfel.

Schritt 2: Sei X normal mit abzdhlbarer Basis, wir zeigen, dass wir eine Einbettung
F: X — [[[0,1] finden. Dann sind wir fertig, da

X =F(X)c[]o.1].
N

ein Unterraum eines metrischen Raumes ist.

L Vorlesung 11
Do 20 Mai 2021

Lemma 12.2 (Hilbert-Raum ist metrisierbar). Der Raum [[;~ [0, 1] ist metri-
sierbar (in der Produkttopologie).

Beweis. Ubung. Die Metrik ist hierbei gegeben durch:

D{(n)netts (gn)ners) = sup {'””n—y' Ine N}.

Lemma 12.3. Sei X ein normaler Raum mit abz&hlbarer Basis
B ={By,Bs,...}.
Dann gibt es eine abzéhlbare Familie
{fir X = [0,1] | fi stetig} .

sodass fiir jedes x € X und jede offene Umgebung = € U ein i € N existiert,
sodass fi(z) =1 und f;(y) =0 fir y ¢ U.

Bemerkung 12.4. Wir wissen schon, dass X normal = X vollstindig re-
guldr, dass wir also solche Funktionen finden, ist bereits klar. Das wichtige am
Beweis ist, dass wir abzdhlbar viele Funktionen finden kénnen, die das schon fiir
alle (!) Punkte tun.
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Beweis von Lemma 12.3. Fiir jedes n, m mit |B,,| € By, wenden wir das Lemma von
Urysohn. an, also gibt es Funktionen

Inm: X — [0,1]
gn,m(Fn) = {1}
gn,m(X\BM) = {O}

Wir stellen zudem fest, dass diese Familie von Funktionen abzéhlbar ist, wegen NxN =~
N.

Behauptung 13. Die (g m)n,men erfiillen bereits die gewiinschte Bedingung.

Unterbeweis. Sei x € X mit einer Umgebung = € U gegeben. Da B eine Basis ist,
finden wir m € N mit z € B,,, € U, da U offen ist. Da X normal ist, finden wir zudem
eine offene Menge V mit x € V < V < B,, (Lemma 10.5, wir erinnern uns, dass
Punkte in normalen Riumen abgeschlossen sind nach Theorem 4.4). Analog finden
wir nun B, € B mit x € B,, € V, erneut, weil B eine Basis ist.

Dann ist B, €V S By, und g m(z) = 1 wegen z € B,, € B,, und g, m(y) = 0 fiir
y¢ U, dadann y ¢ B,,. [ ]

O

Miindliche Anmerkung 12.5. Fiir den Beweis von Theorem 12.1 brauchen
wir nicht wirklich, dass wir eine abzihlbare Basis finden, sondern es geniigt
die Eigenschaft ebigen Lemmas. Die abzéhlbare Basis ist jedoch die einfachste
Eigenschaft das zu garantieren.

Beweis des Metrisierungssatz von Urysohn. Seien (f;: X — [0,1])ien wie in Lem-

ma 12.3. Definiere
. X — H?il[()? 1]

F:
z — (fi(®))ien
Nach der universellen Eigenschaft der Produkttopologie ist f stetig.

Behauptung 14. F ist eine Einbettung (d.h. ein Homomorphismus mit dem Bild,
siehe Definition 7.34).

Unterbeweis. Wir zeigen, dass F' injektiv und F': X — F(X) offen ist, dann ist F
eine Einbettung.

e Seien x # y € X. Da X normal ist, finden wir eine offene Menge =z € U,
y ¢ U (erneut, indem wir uns erinnern, dass normale Rdume Hausdorff sind,
und dann Theorem 4.4 anwenden). Wegen Lemma 12.3 gibt es also n € N mit
fo(x) € fr(U) =1 und f,(X\U) = 0, also

fu(z) =1# fuly) = F(z) # F(y).

Also ist F injektiv.
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e Sei U < X offen. Wir zeigen: F(U) < [ [ ist offen. Sei z € F(U) mit (eindeu-
tigem) Urbild « € U. Wir konstruieren eine Menge V' < [ [[0, 1] offen, sodass
zeVnF(X)< F(U), dann ist F(U) offen in F(X).

Erneut nach Lemma 12.3 erhalten wir ein n mit f,(z) = 1 und f,(X\U) = 0.
Setze nun
V=[0,1]x...x(0,1] x [0,1] x ....

als offene Teilmenge von [ [[0, 1], wobei (0, 1] im n-ten Faktor stehe.

Behauptung 15. ze€ V n F(X) < F(U) ist eine offene Umgebung (in F(X))
von z.

Unterbeweis. Sei z/ = F(2') € V. n F(X). Es ist 2/ € V, also 2], = fn(2') # 0,
allerdings wissen wir auch f,(X\U) = 0, d.h. ' ¢ X\U, also folgt 2’ € U
und somit 2/ = F(z') € F(U). Zudem ist wegen z, = fn,(z) = 1 # 0 auch

z€V n F(X), also handelt es sich um eine offene Umgebung von z. ]
Also ist F(U) offen in F(X) und somit F': X — F(X) offen.
Also ist F': X — F(X) offen und injektiv, und somit eine Einbettung. |

Nun stellen wir also fest, dass X ~ F(X) (wegen der Einbettung), aber F(X) <
[ [[0, 1] ist metrisierbar als Teilraum eines metrisierbaren Raums, also ist X metri-
sierbar und das wollten wir zeigen. O

Miindliche Anmerkung 12.6. Wo haben wir jetzt wirklich benutzt, dass das
Produkt abzéhlbar war?. Man iiberlegt sich, dass wir den exakt gleichen Beweis
fir jede Kardinalitét einer Basis hétten durchfithren kénnen, um nach [ [[0,1]
einzubetten. Das wirkliche Problem ergibt sich dann erst, wenn wir zeigen (in
der Ubung), dass [[y[0, 1] metrisierbar ist. Es stellt sich heraus, dass das nur
fiir X < w, dh. fiir abzéhlbare Indexmengen der Fall ist.
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Teil 11

Algebraische Topologie

Motivation

Bisher haben wir Topologische Rdume und ihre Eigenschaften wie Hausdorff, normal,
Kompakt oder zsuammenhéngend gesehen, um diese zu unterscheiden. Im 2. Teil der
Vorlesung kiimmern wir uns nun um weiter Topologische Invarianten.

Beispiel 12.7. Setze my(X) = als die Menge der Wegkomponenten von X, d.h.
mo(X) € P(X) und U € m(X) genau dann, wenn U wegzusammenhéngend und
inklusionsmaximal, d.h. 3V wegzusammenhingend mit U < V. Dann ist mo(X)
eine topologischen Invariante.

Bemerkung* 12.8. Mit 'topologischen Invariante’ meinen wir natiirlich immer
eine Eigenschaft eines topologischen Raumes, die von Homéomorphismen erhal-
ten wird, also nicht von der konkreten Wahl des Raumes abhéngt.

Beispiel 12.9. o 7m(R) = {R} , da R wegzusammenhéngend

e 1o(N) = {{n} | n € N}, weil die einzigen wegzusammenhiingenden Teilmen-
gen von N die einpunktigen Mengen sind

e Betrachte die Sinuskurve des Topologen (vgl. Aufgabe 5.1). Diese ist defi-
niert als der Abschluss des Graphen G von z — sin% fiir z > 0. Dann sind

die Wegzusammenhangskomponenten genau G selbst (blau) sowie G\G

(rot).
| [

l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

-1

Abbildung 22: Sinuskurve des Topologen

Beispiel 12.10. Eine Invariante, die wir noch nicht kennen, ist . Hierzu defi-
niere fiir xg € X:

m (X, zg) = {Abbildungen f:8' =X, 1— xo}/’Verschieben’.
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Miindliche Anmerkung 12.11. 'Verschieben’ ist an dieser Stelle (bewusst)
noch nicht prézisiert. Wir werden sehen, dass wir damit '"Homotopie’ meinen,
dazu aber spater mehr, wenn wir das ganze detailliert behandeln.

Fakt 12.12.Ist f : X — Y stetig, so induziert f Abbildungen

fi 1 mo(X) — mo(Y)
fs 1 01(X,20) — mi (Y, f(20))

Formal sind 7y, m; sogenannte Funktoren, deswegen wollen wir uns im Folgenden
etwas genauer die sogenannte Kategorientheorie ansehen, die solche Konzepte be-
handelt.

13 Kategorien

13.1 Einschub: Mengentheorie

Bemerkung* 13.1. Das folgende Kapitel ist sehr formal und holt weit aus, was
wir nicht (wirklich) verwenden. Es dient nur dazu, unserem folgenden Handeln
eine formale Grundlage zu verleihen, hat aber keinen (wirklichen) weiteren Ein-
fluss auf die Vorlesung.

Eine Einfiihrung in die Logik und Mengenlehre, die auf die Topologie hinarbei-
tet, findet sich in [Mun18, Kapitel 1].

Fiir Formaleres zu Kardinalitidten sei auf auf das Vorlesungsskript [Koel8] ver-
wiesen, dort wird allerdings auch vieles behandelt, das hier nicht relevant ist.

Wir fordern neben den iiblichen Axiomen von ZFC (hierbei steht C fiir das soge-
nannte Auswahlaxiom), noch die Existenz mehrerer unerreichbarer Kardinalzahlen
(d.h. welche auBler Ry = card(N), die wir Ry < k < £’ nennen)

Definition 13.2 (unerreichbare Kardinalzahl). & ist eine unerreichbare Kar-
dinalzahl, falls

o card (| J;c; Xi) < & fiir alle I, X; mit card(I), card(X;) < k.

e card{f: X - Y | f Abbildung} < k fiir alle Mengen X, Y mit card(X), card(Y") <

K.

Bemerkung* 13.3 (Logik-Spam). Eine iiberabzihlbare unerreichbare Kardi-
nalzahl liefert uns zugleich ein Modell von ZFC, wir kénnen deren Existenz also
nicht innerhalb von ZFC zeigen (vgl. Godelscher Unvollstandigkeitssatz), deren
Existenz ist jedoch konsistent genau dann, wenn ZFC selbst Widerspruchsfrei
ist (wovon wir ausgehen). Insbesondere sollte man iiber k£ so nachdenken, dass
alles, das man definieren kann / betrachtet, bzw. alle ’interessanten’ Mengen
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< k sind. So sollte man auch iiber x nachdenken: Durch keine Begriffsbildungen,
die Dinge < k verwenden, kénnen wir x erreichen, also bildet x etwas wie den
Horizont des Universums (der Mengen).

Definition 13.4 (Menge,Klasse). e Der Begriff Mengen heif3t fiir uns ab
nun alle Mengen mit Kardinalitit < k.

e Der Begriff Klasse steht fiir alle Mengen mit Kardinalitit < .

Bemerkung* 13.5. Diese Begrifflichkeiten dienen nur dazu, dass wir iiber die
Klasse aller Mengen V reden kénnen, die keine Menge ist. (auch nicht im herkémmlichen
Sinne). Es gibt auch andere Ansétze, um das zu erméglichen, wie etwa das Be-
schreiben von Klassen mittels Formeln, fiir uns ist obiger Ansatz jedoch am
einfachsten. Merken sollte man sich vor allem

e Jede Menge ist eine Klasse, aber nicht zwingend umgekehrt. V= {M | M ist Menge}
ist die Klasse aller Mengen, oder auch das Universum aller Mengen.

e Wir konnen Mengen beliebig zu einer Klasse zusammenfassen, d.h. ist
@(M) eine Formel (Eigenschaft) einer Menge M, so ist

{M | p(M)}={M]| (M), M ist Menge} .

eine Klasse.

e Fiir Klassen gilt das nicht mehr, d.h.
{K | K ist Klasse}.

ist keine Klasse (und damit [fiir uns]) kein definierter Ausdruck. Sonst
koénnten wir das Russel’sche Paradoxon herleiten.

13.2 Kategorien

Bemerkung* 13.6. Fiir eine ausfiihrlichere Einfithrung zur Kategorientheorie
siehe z.B. [Leil4].

Definition 13.7 (Kategorie). Eine Kategorie ¢ besteht aus
e Einer Klasse von Objekten, notiert Ob(%).
e VXY € Ob(%¥) eine Menge Mor«(X,Y) von Morphismen
e Fiir X,Y, Z € Ob(%) Verkniipfungsabbildungen

.. Mor¢(X,Y) x Mor¢(Y,Z) — Morg(X,Z)
' (f.9) — gof
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mit (f,g) — go f, sodass o assoziativ ist.

e Jede Menge Mor¢ (X, X) enthilt eine Identitéit idx, sodass
foldX=f ldXogzg
fiir Y € Ob(%), f € Morg(X,Y) und g € More (Y, X) beliebig.

Notationsmissbrauch* 13.8. Wir schreiben X € ¥ fiir X € Ob(%).

Notation* 13.9. Aus naheliegenden Griinden notieren wir f : X — Y fiir
feMorg(X,Y)

Bemerkung* 13.10 (Assoziativitidt und kommutative Diagramme). Mit Asso-
ziativitit meinen wir das folgende: Sind X, Y, Z, W € Ob(%) und f € Mor#(X,Y),
g € Morg(Y, Z), h € Morg(Z,W), so ist ho(go f) = (hog)o f. Wir veranschau-
lichen dies in einem kommutativen Diagramm (das ist typische fiir die Kate-
gorientheorie, wir malen Objekte als Punkte und Elemente von Mor¢(X,Y") als
Pfeile von X — Y, so sollte man sich das vorstellen):

ho(gof)

(hog)of

Wir fordern also, dass beide Moglichkeiten, sich eine Abbildung X — Z zusam-
menzubauen, die gleichen sind.

Bemerkung 13.11. e Ist Ob(C) eine Menge, so heiit € klein.

e Da Mory(X,Y) Mengen sind, heift ¢ in der Literatur manchmal lokal
klein, manche Autoren lassen fiir More (X,Y) auch Klassen zu, wir jedoch
nicht.

Beispiel 13.12. e Set ist die Kategorie der Mengen und all ihrer Abbildun-
gen dazwischen.
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e Top X ist die Kategorie der topologischen Rdume und ihren stetigen Ab-
bildungen.

e Grp ist die Kategorie der Gruppen und ihren Gruppenhomomorphismen

e Vectp ist die Kategorie der R-Vektorriume und den linearen Abbildungen
dazwischen.

e Top, ist die Kategorie der punktierten topologischen Rdume. Wir setzen
Ob(Top,) = {(X,z0) | X topologischer Raum, zo € X} .

d.h. Objekte sind topologische Raume mit einem ausgezeichneten Basis-
punkt zg € X. Von den Morphismen fordern wir, dass sie diesen Basis-
punkt erhalten, d.h.

Morrop, (X, o), (Y,50)) == {f: X =V stetig | f(z0) = yo} .

Bemerkung 13.13. Die Kategorientheorie bildet zunichst eine Sprache, mit
der wir sehr vieles préziser ausdriicken kénnen. Wir sollten auch so iiber sie
nachdenken, d.h. die Kategorientheorie hilft uns, Dinge aus vielen verschiedenen
Teildisziplinen (siehe Liste der Beispiele oben) elegant und knapp zusammenzu-
fassen und Beweise, die gleich gefiihrt werden, zu vereinheitlichen.

Definition 13.14 (Unterkategorie). e % ist eine Unterkategorie von %,
falls % eine Kategorie ist mit Ob(% ) < Ob(%), und VX,Y € Ob(%) ist

Morg, (X,Y) € Morg(X,Y).

e Ist zudem fiir X,Y € Ob(%) obige Inklusion sogar eine Gleichheit, d.h.
Morg, (X,Y) = Morg(X,Y), so heifit % volle Unterkategorie.

Beispiel 13.15. e Fin < Set ist die Unterkategorie der endlichen Mengen
(jede endliche Menge ist eine Menge)

e CHaus < Top ist die Unterkategorie der kompakten Hausdorffriume (je-
der kompakte Hausdorff-Raum ist ein topologischer Raum)

e Ab < Grp ist die Unterkategorie der abelschen Gruppen (jede abelsche
Gruppe ist eine Gruppe)

Alle 3 Beispiele sind volle Unterkategorien.

Definition 13.16 (Isomorphismus). f € Morg(X,Y) ist ein Isomorphismus,
wenn es ein g € Morg(Y, X) gibt mit fog = idy und go f = idx (d.h. eine
Umkehrabbildung).
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I_Ist f: X — Y ein Isomorphismus, d.h. es gibt ein Inverses g, so ist g bereits
eindeutig. Seien hierzu g, ¢’ beides Inverse zu f, dann ergibt sich

g=goidy =go(fog)=(gof)og =idxog =g _l

Beispiel 13.17. f € Top ist ein Isomorphismus, wenn f ein Homdomorphismus
ist.

Definition 13.18 (Funktor). Seien ¥, 2 Kategorien. Ein (kovarianter) Funktor
F: € — 2 besteht aus:

e einer Abbildung F: Ob(%) — Ob(2).

e Abbildungen F: Morg(X,Y) — Morg(F(X), F(Y)) fiir alle Objekte X, Y €
Ob(¥).

sodass
o F(fog)=F(f)oF(9)

Definition 13.19 (Isomorphismus von Kategorien). Ein Funktor F: € — & ist
ein Isomorphismus, falls es einen Funktor G: 2 — ¥ gibt, sodass G o F und
F oG die Identitdten sind.

Miindliche Anmerkung 13.20. Ein Funktor F ist hierbei die Identitit (’der
Identitéatsfunktor’), wenn er sowohl Objekte als auch Abbildungen auf sich selbst
schickt.

Miindliche Anmerkung 13.21. Im Gegensatz zu den Begrifflichkeiten ist ein
Isomorphismus von Kategorien nicht die géngigste Version von ’Gleichheit’. Nur
in Seltenen Féllen sind Kategorien tatséchlich isomorph (nach ebiger Definition),
allerdings oft dquivalent. Mehr dazu spéter.

Beispiel 13.22. e Es gibt einen Funktor Top — Set, der jeden topolo-
gischen Raum auf seine Trégermenge sendet, und (stetige) Abbildungen
zwischen den topologischen Rédumen auf die zugehorigen Abbildungen zwi-
schen den Trigermengen. Dieser Funktor heifit oft vergesslicher Funk-
tor, auch wenn das kein Fachbegriff ist, sondern eher ein gédngiges Schema.
Wir kénnen im wesentlichen alle méglichen Strukturen vergessen.

e Ab — Grp als Inklusion ist ein Funktor, da jede abelsche Gruppe auch
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Gruppe ist, und Gruppenhomomorphismen von abelschen Gruppen natiirlich
auch Gruppenhomomorphismen.

e Betrachte den Funktor
Set — Ab

X —  Z[X]
F: 7Z[X] — Z[Y]

/ '21 nixT; — ‘21 ni f (i)

Wir senden hierbei eine Menge X auf die freie abelsche Gruppe , die
von X generiert wird. Dabei ist Z[X] das (freie) Z-Modul, das als Basis
von X erzeugt wird.

Vorlesung 12
Di 01 Jun 2021

Definition 13.23 (kontravarianter Funktor). Ein kontravarianter Funktor F :
€ — 2 besteht aus

e ciner Abbildung F : Ob(C) — Ob(2)
e Abbildungen F: More(X,Y) — Morg(F(Y), F(X)) fir X,Y € Ob(¥)

sodass
F(idx) = idzx), F(fog)=F(g)oF(f)

Beispiel 13.24 (Dualraum). Das Bilden des Dualraums eines Vektorraums bil-
det einen Funktor

Vectr —  Vecty
1% — V* = Homg(V,R)
0*: we o — v
[rVoW — [ WwSR — VLWILR
g —> gof

Bemerkung* 13.25. Natiirlich ist hier an R nichts besonders, das geht mit
jedem Korper K.

Definition 13.26 (Dualkategorie). Ist ¢ eine Kategorie, so ist C°P die Kategorie
mit Ob(C°P) = Ob(¥), sowie Morger(X,Y) = Mor¢ (Y, X), und ’denselben’
Verkniipfungen.

Bemerkung* 13.27. 'Dieselben’ Verkniipfungen, d.h fiir X,Y,Z € Ob(%°P) =
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Ob(%) definieren wir:

o . MOI'(gOD ()(7 Y) X MOI‘fgop (K Z) — MOI’Cgop (X, Z)
o (f.9) — foeyg

indem wir uns erinnern, dass f € Morg (Y, X) und g € Mor¢(Z,Y)

Lemma 13.28. Ein kontravarianter Funktor F: 4 — 2 ist ein (kovarianter)
Funktor F: €°° — 2.

Beweis*. Nur Definitionen ausschreiben, wirklich nichts spannendes, sollte man aber
einmal machen als Ubung. O

Nk
Beispiel 13.29. Vecty” O% Vecty als kovarianter Funktor, analog zu vorheri-

gem Beispiel.

Beispiel 13.30. Cat ist die Kategorie der kleinen Kategorie und Funktoren.

Miindliche Anmerkung 13.31. Wir betrachten hier nur die kleinen Katego-
rien (also die, deren Objekte eine Menge bilden), damit wir nicht im Probleme
wieder ’Klasse aller Klassen’ laufen, solche Probleme kénnte man aber auch wie-
der umgehen, wenn man weitere unerreichbare Kardinalzahlen fordert.

Definition 13.32 (natiirliche Transformation und Aquivalenz). Seien F,G: € —
2 zwei Funktoren.

i) Eine natiirliche Transformation ¢: F — § ist eine Familie von Mor-
phismen (in 2)
{tx € Morg(F(X), (X))} xcon) -

sodass das Diagramm

Fx) 29 F)

txJ/ ty

Gg(X) TN Gg(y)

kommutiert.

ii) ¢ ist eine natiirliche Aquivalenz (auch natiirlicher Isomorphismus ge-
nannt), falls jedes tx ein Isomorphismus ist.

iii) F: % — 2 ist eine Aquivalenz (von Kategorien), falls es einen Funktor
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G: D — ¥ gibt, sodass F o G und G o F jeweils natiirlich dquivalent zum
Identitétsfunktor sind.

Bemerkung* 13.33. Die Idee an obigem kommutativen Diagramm ist einfach,
dass wir nun per se zwei Wege haben, von F(X) nach G(Y) zu gelangen, und
wir wollen, dass diese gleich sind.

Miindliche Anmerkung 13.34. Die Idee daran, natiirliche Aquivalenz von
Kategorien zuzulassen ist, dass wir uns nicht mehr um die Anzahl von (in ei-
ner Kategorie) zueinander isomorphen Objekten kiimmern miissen, und davon
ebenfalls wegabstrahieren.

Beispiel 13.35. Es gibt eine natiirliche Transformation ¢: idvect, — ()**, ge-
geben durch Komponenten fiir jeden R-Vektorraum V:

V. — V** = Homg(V* R)
V¥ — R
fo— fv)

Wir miissen priifen, dass folgendes Diagramm fiir jede lineare Abbildung f: V —
W kommutiert.

tvl
vV o eVy !

v sw

w| Jow

VEE f** WH*

Sei hierzu v beliebig, dann erhalten wir

v —— f(v)

| !

ev, — evi¥ =evy(,

Um zu sehen, dass die beiden Abbildungen, die wir rechts unten erhalten, gleich
sind, sollte man sich kurz klarmachen, dass es sich dabei um Elemente aus W** =
Hom W* R handelt, also kénnen wir zeigen, dass die Abbildungen gleich sind,
indem wir ein Element g € W* = Hom(W,R) einsetzen, und die gleiche reelle
Zahl erhalten. Dazu ist erstmal:

vy (9) T E Y g(f(v) = (g0 ().

sofort nach Definition. Die andere Rechnung ist etwas langwieriger, aber nur
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direktes Definitionen-Einsetzen:

v ) = ((F)*(eva))(9)
O oy, 0 %) (g)
— v (f*(9))
a (b)::boa evv(go f)

Def. von ev (g o f) (’U)

und damit erhalten wir die gleiche reelle Zahl, also schlussendlich (ev})* = ev ()
wie gewiinscht, das Diagramm kommutiert und in der Tat handelt es sich bei ¢
um eine natiirliche Transformation idveet, — ()**

Beispiel 13.36. Betrachte die Kategorie der endlich-dimensionalen Untervek-
torrdume von R mit ihren linearen Abbildung und diese mittels eines Inklusi-
onsfunktors in Vect]'lg'd' (endlich-dimensionale R-Vektorrdume)

Miindliche Anmerkung 13.37 (In der Pause). Es ist Vectﬂé'd' keine kleine
Kategorie, denn wir kénnen z.B. fiir jede beliebige Menge X die Menge R™ x { X'}
bilden und diese kanonisch wieder als R™ auffassen, damit erhalten wir also fiir
jede Menge (mindestens) ein Objekt in VectH];d‘, und damit konnen wir auch die
Menge aller Mengen basteln.

Umgekehrt ist aber die Kategorie der endlich dimensionalen Untervektorrdume
von R® eine kleine Kategorie, weil jedes Objekt ja insbesondere eine Teilmenge
von R (zumindest die Tragermenge) ist, und wir damit wieder eine Menge
erhalten.

Miindliche Anmerkung 13.38. Man kann zeigen, dass ein Funktor F genau
dann eine natiirliche Aquivalenz ist, wenn er essentiell surjektiv und eine Bijek-
tion auf den Morphismen ist.

Essentiell surjektiv bedeutet, dass fiir jedes Objekt Y € & ein zu Y isomorphes
Objekt Z existiert, das im Bild von F liegt.

Bijektion auf Morphismen heifit, dass F einen Isomorphismus Morg (X,Y) =~
Morg(F(X), F(Y)) mittels f — F(f) induziert.

Miindliche Anmerkung 13.39. Das tolle an obigem Beispiel ist, dass wir nun
eine Aquivalenz zwischen Vectﬂé'd‘ und einer kleinen Kategorie gefunden habe.
Das ist toll, wenn wir z.B. mit Cat arbeiten wollen, weil wir dann hier zwar
Vectﬂé'd' nicht als Objekt wiederfinden, allerdings eine dazu natiirlich dquivalente
Kategorie.
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Beispiel 13.40. Betrachte die natiirliche Transformation ¢: idgyp — ()9, gege-
ben durch Komponenten fiir jede Gruppe G:

G - G/[G,G]

ferl g — g

I_Ist G eine Gruppe und a,b € G, so ist [a, b] :== aba=1b~! der Kommutator der
beiden Elemente (der Name kommt daher, dass [a,b] = e genau dann, wenn
a,b kommutieren), und [G, G] ist die Untergruppe von G, die von den Kom-
mutatoren in G erzeugt wird, d.h. alle endlichen Verkniipfungen von solchen
Kommutatoren. Man kann nun zeigen, dass [G, G] <G eine normale Untergrup-
pe ist, und G/[G,G] ist abelsch und die Abelisierung von G. Wir erhalten
ebenfalls die kanonische Projektion G — G/[G, G]. J

l_Wir konnen Gruppen auch als (E | R) darstellen, wobei E eine Menge an
Symbolen und R eine Menge an Relationen ist. Die beschrieben Gruppe
besteht dann aus allen Wortern, die die Buchstaben der Menge F und deren
Inversen bilden, modulo der erzeugten Untergruppe der Relationen.

o (a,b| ) = (a,b) = F, ist die freie Gruppe mit 2 Elementen. Sie be-
steht aus Wortern wie aba~b~2a3, bei der keine Relationen gelten (aufler
aa"t =a"ta=ebb~! = b"h = e, was immer gefordert wird).

e {(a,b][a,b]) = Z?, denn jetzt kommutieren beliebige zwei Elemente, und
wir kénnen jedes Wort aus a,b,a™!, b~ als a™b™ mit n, m € Z umschrei-
ben, und der Isomorphismus zu Z? ist kanonisch.

e (a,b][a,b],a® b®) = (Z/3Z)?, denn jetzt ist ja zusiitzlich noch a® = b3 =
e das neutrale Element. _I

Miindliche Anmerkung 13.41. AES sei noch darauf hingewiesen, dass nicht
alle Relationen, die gelten, aufgefiihrt sein miissen. Im dritten Beispiel ist ja z.B.

auch a® = e, weil a® = a3a® = ee = e.

Bemerkung* 13.42. Es sei gesagt, dass wir jede Gruppe in obiger Form dar-
stellen konnen, indem wir E als die Tragermenge von G wihlen, und nun einfach
fiir jede Gleichung g1g2 = g3, die in G gilt, die entsprechende Relation g;g295 !
in R fordern. (Das wird aber schnell hésslich, don’t do it!)

Bemerkung* 13.43. AAuch, wenn diese Darstellung von Gruppen sehr schén
sein kann, ist sie sicherlich nicht immer die Beste. Es ist z.B. ein NP-vollstandiges
Problem, fiir eine Darstellung (E | R) zu entscheiden, ob die dadurch definierte
Gruppe trivial ist, d.h. nur aus einem Element besteht.
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I_Als nichstes kann man sich iiberlegen, dass wir morphismen von G = (E | R)
in eine Gruppe H genau angeben koénnen durch f(g) fiir jedes Element g € E,
sodass f(r) = e firr jede Relation r € R. (Dabei meinen wir mit f(r) fiir

T = g192,.-.,9gn einfach f(g1)o f(g2)o...0 f(gn)).
Damit kann man dann auch die Abbildung G — G/[G, G] leicht angeben,

denn haben wir G dargestellt als (E'| R), so ist G/[G,G] gegeben durch
<E | R, {[a, b]}a’b6G2>, und den Morphismus geben wir durch f(g) = g an.

13.3 Limiten und Kolimiten
Um Limiten und Kolimiten zu betrachten, brauchen wir sogenannte Diagramme:

Sei € eine Kategorie und .# eine kleine Kategorie. Wir stellen uns dann .# als Dia-
gramm vor, z.B. eines der folgenden drei Beispiele:

* —— %

J{ * * — (3)

Definition 13.44 (Terminales Objekt). Ein terminales Objekt in € ist ein
Objekt X € Ob(%), sodass es fiir alle Y € Ob(%) einen eindeutigen Morphismus
Y — X gibt, d.h.

VY € Ob(%): Morg (Y, X) = {*}.

Miindliche Anmerkung 13.45. Es gibt zwar nicht die Definition des termi-
nalen Objekts, allerdings iiberlegt man sich leicht, dass terminale Objekte bis
auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig sind, deswegen ist eine Unterscheidung
nicht notwendig bzw. erfolgt normalerweise nicht.

Beispiel 13.46. In Top und Set sind die Einpunktmengen die terminalen Ob-
jekte.

Bemerkung* 13.47. In der Vorlesung wurde der Begriff 'Kegelkategorie’ auf
einmal definiert, ich splitte das ganze jedoch auf, weil auch Kegel einzeln danach
noch Verwendung finden, und ich das so lieber mag, der Inhalt ist aber derselbe:

Notationsmissbrauch 13.48. Sei .# eine kleine Kategorie, % eine beliebige
Kategorie und X: .# — % ein Funktor. Fiir i € Ob(.#) schreiben wir auch kurz
X; = X (i), um die entsprechenden Bildobjekte des Funktors in ¢ zu bezeichnen.
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Bemerkung* 13.49. So sollte man auch wirklich iiber diese Diagramme nach-
denken, .# ist einfach eine elegante Moglichkeit, eine Menge von Objekten in %
mittels £ zu indizieren (= Indizes zu verteilen), und gleichzeitig einige Morphis-
men zwischen diesen Objekten mit zu beschreiben.

Definition* 13.50 (Kegel). Sei .# eine kleine Kategorie und X : . — € ein
Funktor. Ein Kegel iiber X ist ein Objekt N € Ob(%’) mit einer Familie von
Morphismen {f;},. ,, wobei f; € Morg (N, X;), sodass fiir jeden Morphismus
h € Mor 4 (4, j) das folgende Diagramm kommutiert:

N

_ .
Xi ——m— X

Bemerkung 13.51. Der name Kegel kommt daher, dass IV gewissermaflen mit
den Morphismen f; einen Kegel iiber den X; erzeugt. Ist z.B.

so ergibt sich als Ausschnitt der Kategorie € ein kommutatives Diagramm (kom-
mutativ wegen der Kommutativitétsbedingung in der Definition):

Y

-
-
-

fi .7
/ fS \

|

I

|

g i

/ \

v I
I

|

X —— X5

NS

X3

Definition 13.52 (Kegelkategorie). Sei X : .# — ¥ ein Funktor. Die Ke-
gelkategorie %/X hat als Objekte genau die Kegel iiber X. Die Morphismen
zwischen Kegeln (V,{f;}) — (Y',{f/}) sind gegebene durch g € Mor¢(Y,Y”)
(also durch iibliche Morphismen zwischen Y, Y” als Objekten von %), sodass fiir
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alle i € Ob(.#) folgendes kommutiert:

y — 2 5y

N

Miindliche Anmerkung 13.53. Ist .# einelementig, so erhalten wir die Kate-
gorie iiber X € Ob(%), vergleiche hierzu Aufgabe 6.4.

Bemerkung* 13.54. Morphismen zwischen Kegeln lassen im Wesentlichen ein-
fach ’alles’” kommutieren, d.h. zeichnen wir die beiden Kegel und den entspre-
chenden Morphismus zwischen ihnen ein, so erhalten wir ein kommutatives Dia-
gramim.

Definition 13.55 (Limes). Ein Limes fir X: .# — ¥ ist ein terminales Objekt
in ¢/X.

Zur Erkldrung des Diagramms: In rot und blau die beiden Kegel lim X und
Y iiber dem Diagramm X (in schwarz). In violett der induzierte Morphismus
Y — lim X (der sogar ein Morphismus in /X ist!), der eindeutig existiert, weil
lim X ein Terminalobjekt in € /X ist.

Notation 13.56. Existiert 'der’ (eigentlich ein) Limes von X : .# — %, so no-
tieren wir ihn mit lim X.

Warnung. Es muss nicht immer ein Limes existieren (d.h. es gibt nicht immer ein
terminales Objekt in jeder Kategorie)

Miindliche Anmerkung 13.57. Limiten sind eindeutig, wenn sie existieren
(bis auf eindeutigen Isomorphismus)

Beweis*. Das ganze ist ein 'Standard’-Beweis fiir Objekte mit universeller Eigen-
schaft. Seien Y,Y’ beides Limiten iiber X: .¢ — ¥, wir werden zeigen, dass diese
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isomorph mit eindeutigem Isomorphismus sind. Nach universeller Eigenschaft exis-
tiert zundichst eine (eindeutige) Abbildung ¢g: Y — Y in der Kegelkategorie, sodass
das Diagramm

kommutiert. Analog finden wir jedoch f: Y’ — Y als Morphismus in der Kegelkate-
gorie, denn Y ist ja ebenfalls ein Limes und Y ist ein Kegel. Nun ist fog: Y - Y
eine Abbildung von Y (ein Kegel) nach Y (der Limes) in der Kegelkategorie. Aller-
dings ist solch eine Abbildung eindeutig bestimmt (Definition des Terminalobjekts),
und wir wissen auch, dass offensichtlich die Identitétsabbildung id : Y — Y ein Mor-
phismus ist, der ebenfalls zur Kegelkategorie gehort. Also muss bereits f o g = idy
gelten. Vollig analog zeigt man go f = idy+, und damit sind g bzw. f die geforderten
Isomorphismen.

Fiir die Eindeutigkeit von f, g reicht es zu bemerken, dass ja bereits die Abbildung
g: Y — Y’ eindeutig bestimmt war, also kann es erst recht keine weiteren Isomor-
phismen geben. O

Beispiel 13.58. 1) Sei .# = J die leere Kategorie, dann ist €/X =~ €. Also
ist lim X ein terminalse Objekt.

2) Sei.# = {1,2} (mit nur den Identitdtsabbildungen). Sei X : T — % gegeben
durch X7, Xs € Ob(%), dann ist lim X das Produkt von X; und Xs.
In Top und Set ist dieses das klassiche / bekannte Produkt X; x X5 (mit
Projektionen!)

3) Sei

Xo
S = l X = if”

X XlT)XO
1

dann ist lim X das Faserprodukt (Pullback). In Top bzw. Set ist

lim X = {(.7}1,{,62) € X1 X X2 | fl(:vl) = fg(ng)}

mit der Teilraumtopologie des Produktes und inklusive der entsprechenden
Projektionen.

Miindliche Anmerkung 13.59. Zu einem Limes gehtren immer auch die ent-
sprechenden Abbildungen, oft unterdriicken wir diese jedoch implizit.
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Definition 13.60 (Initiales Objekt). Ein initiales Objekt in € ist ein Objekt
X € Ob(%¥), sodass fiir alle Y € Ob(%) eine eindeutige Abbildung von X nach
Y existiert, d.h.

VY € Ob(%): Morg(X,Y) = {*}.

Beispiel 13.61. In Top bzw. Set ist J das initiale Objekt.

Definition 13.62 (Kokegelkategorie). Die Definition ist vollig analog zu der des
Kegels, nur dass wir die Richtungen der Morphismen umdrehen:

Ein Kokegel iiber X : .# — € ist ein Paar (Y, {fi},. »), sodass f; € Morg (X;,Y)
(die Morphismen gehen jetzt in die andere Richtung) und fiir jeden Morphismus
h € Mor ¢ (4, j) das entsprechende Diagramm

XlLXJ
N S
Y

kommutiert. Die Kokegelkategoriebesteht X /% (sprich: ¢ unter X’) nun aus
allen Kokegeln, wobei ein Morphismus (Y, {f;}) — (Y, {f/}) gegeben ist durch
g € Mor¢/(Y,Y’), sodass fiir alle i € Ob(.¥) folgendes kommutiert:

X;

Definition 13.63 (Kolimes). Ein Kolimes ist ein Initialobjekt in der Kokegel-
kategorie X /% .

Warnung. Auch hier gilt wieder: Initialobjekte und damit Kolimiten miissen nicht
immer existieren.

Miindliche Anmerkung 13.64. Auch das Konzept des Kolimes kann man wie-
der auf das des Limes zuriickfithren, indem wir die duale Kategorie betrachten.
Alle Ergebnisse iiber Limiten gelten also auch (dual) fiir Kolimiten.

Lemma* 13.65 (Kolimes als Limes in der Dualkategorie). Wir fassen das Dia-
gramm X : . — € als Funktor X°P: #°P — ©°P auf. Es ist nun (X/€)°P ~
©°P/X°P. Untere diesem Isomorphismus, zsuammen mit dem kanonisch kontra-
varianten Funktor X /¢ — (X/%)°® geht nun colim X in lim X°P iiber.
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Beispiel 13.66. 1) Ist .# = ¢F, so erhalten wir ein initiales Objekt.

2) Ist # = {1,2} und X = X3, X5, dann ist colim X das Koprodukt. In
Top bzw. Set ist dieses X1 [ [ X2 (mit den entsprechenden Inklusionen).

3) Betrachte

* —% % X(]LXQ
j:l X:@
* X,

Dann ist colim X das Pushout (Kofaserprodukt). In Top bzw. Set ist das
X1 UXo
Xo

Vorlesung 13
Di 08 Jun 2021

Beispiel 13.67. 1) Wir konnen eine Gruppe G als Kategorie auffassen, indem
wir Ob¥ = {*} und Morg (*,*) = G setzen, wobei natiirlich g o h = gh.
Man kénnte das in etwa so skizzieren:

id

Q
FC e Dy

U

fog

2) Ein G-Objekt in einer Kategorie € (G ist eine Gruppe) ist ein Funktor
4 — € (dieser Funktor besteht aus einem Objekt von ¢ zusammen mit
Endomorphismen dieses Objekts fiir jedes g € G)

Bemerkung* 13.68. Ein typisches Beispiel sind Gruppenwirkungen,
wéhlen wir hier ¥ = Set, so sind die G-Objekte genau G-Mengen bzw.
G wirkt dann auf die entsprechende Menge F(¥) € Set.

3) Sind ¥, 2 Kategorien, so gibt es die Produktkategorie € x 2, die wir
erhalten, indem wir Ob% x Z = Ob¥% x Ob Z (dieses Produkt miissen
wir potenziell als das von Klassen auffassen) setzen und als Morphismen

Morgx o ((X,Y), (X', Y")) := Morg (X, X') x Morg (Y, Y').

setzen mit komponentenweiser Komposition, d.h. (f,g) o (f',¢") = (f o
fi909).
4) Das Wedge-Produkt (v, siche Definition 8.22) kénnen wir nun als Funktor

v: Top, x Top, — Top, .
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auffassen, mittels

((X,20), (Vy90) > XY 20 g = x|
{*}

wobei der Punkt xy ~ yo der Basispunkt des neuen Raumes ist. Das Wedge-
Produkt ist gleichzeitig auch das Koprodukt in Top, .

Analog geht das auch fiir das Smash-Produkt (A, siehe Definition 8.26).
A: Top, x Top, — Top, .
mittels
(X, @0), (Vo)) = X ¥V x|,y
wobei wir die Einbettung
XvY — XxY

x —  (z,y0)
— (20,Y)

gewihlt haben, um den Quotienten zu bilden, und das Bild von X v Y als
Basispunkt von X A Y wahlen.

Miindliche Anmerkung 13.69. Das Smash-Produkt ist nicht das
Produkt in Top,, denn dieses ist gegeben durch das iibliche Produkt
X x Y, wobei wir diesen Raum mittels (xg,yo) € X x Y punktieren.

Beispiel 13.70. 1) S' A S! >~ G2

2) Die Einhéngung eines topologischen Raum-
es ist ein Funktor A

Y. Top — Top. “
gegeben durch v
X — X x [0, 1]/X '

0}.
X§§1% Grafik von [Mel]

(genaugenommen wollen wir hier (z,0) ~ Abbildung 23:
(z',0) fiir z,2' € X und analog (z,1) ~ (2/,1) Einhéngung des
identifizieren). Fiir Details siche z.B. [Hat02, Kreises C !

Seite 8]

5) Wir kénnen die Funktorkategorie Mor(%, 2) bilden, indem wir Ob(Mor (%, 2))
als die Menge der Funktoren von ¢ nach &, und Moryio«,9)(F,G) als
die Menge der natiirlichen Transformationen von F nach G wéhlen.

14 Homotopien und die Fundamentalgruppen
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Miindliche Anmerkung 14.1. Wir reden von nun an iiber ’Abbildungen’, wo-
bei wir damit meinen, dass jede Abbildung automatisch stetig ist.

Definition 14.2 (Homotopie). Zwei Abbildungen f,g: X — Y heiflen homo-
top, falls es eine Abbildung

H: X x[0,1] - Y.

gibt mit
H[) I=H(—7O)=f H1 Z=H(—71)=g.

Die Abbildung H nennen wir dann Homotopie.

Notation 14.3. Wir notieren von nun an I := [0, 1] als das Einheitsintervall.

Notation* 14.4. Da wir uns das Intervall [0,1] als einen zeitlichen Verlauf

vorstellen wollen, iiber dem wir f nach g homotopieren, bietet sich allgemein die
> (z,t)

Notation Hy := H(—,t) = X <57 X x [0,1] L, ¥ an, um ’die’ Abbildung
zum Zeitpunkt ¢ € [0, 1] zu notieren.

Sollte es sich bei X um das Intervall [0,1] handeln, d.h. f,g: [0,1] — Y sind
Wege in Y, so parametrisieren wir diese Wege iiblicherweise mit s. Fiir Wege
wy, wy ist dann zum Zeitpunkt ¢ € [0, 1]

Hy = H(—,1t): [0;1] : ?I(s,t)

ein Weg in Y, wobei Hy = w; und H; = ws.

In der Vorlesung wir das nicht immer so gehandhabt und teilweise gewechselt,
was ich persénlich verwirrend finde. Ich bemiihe mich daher, einheitlich H (s, t)
zu verwenden und hierzu wenn nétig s,t beziiglich der Vorlesungsmitschrift zu
vertauschen, damit dieses Skript einheitlich wird. Das hat den Vorteil, dass ¢ im
Kontext von Homotopien immer die Abbildungen X — Y parametrisiert, bzw.
die Notation H; die richtige ist, und - sollte es sich um Wege handeln, die wir
homotopieren - s als Parameter fiir das Durchlaufen eines Weges verwendet wird.

Lemma 14.5. Homotopie ist eine Aquivalenzrelation auf Morgep (X, Y).

Beweis. Reflexivitat Ist f: X — Y stetig, so auch H: X x [ ¥ X L v und
klarerweise ist Hy = Hy, = f.
Symmetrie Ist H: X x I — Y stetig, so auch
H:xx1"5 x <1y,
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Transitivitdt Sind H,G: X x I — Y stetig und H; = Gy, so ist auch die Abbildung

XxI — Y

HG : (.t) H(x,2t) 0<t<3}
’ G(z,2t—1) 1<t<l1

und wir priifen leicht (HG)o = Hy sowie (HG); = Gj.

Definition 14.6 (Homotop relativ einer Menge). i) Zwei punktierte Abbil-

dungen f,g: (X,2z9) — (Y,yo) heifilen (punktiert) homotop, falls es eine
Abbildung

H: X xI->Y.

mit Hy = g, H1 = g gibt, und zusétzlich H;(xg) = yoVt € I (wir lassen also
den Basispunkt zu jedem Zeitpunkt fest).

ii) Sei A € X und f,g: X — I. Die Abbildungen f,g heilen homotop
relativ A, falls es

H: X xI->Y.

mit Hy = g, H; = g und H(a,t) = H(a,t') fiir alle a € A,t € I gibt (d.h,
die Homotopie bleibt auf A konstant). Inbesondere gilt dies nur, wenn
fla=gla

Definition 14.7 (Homotopiekategorie). Die (naive) Homotopiekategorie hTop
ist die Kategorie mit Ob(hTop) = Ob(Top) und

Morhrop(X,Y) = Mormop(X,Y)/ ~

d.h. wir identifizieren Abbildungen modulo Homotopie.

Beweis. Ubung. Einige Wohldefiniertheiten miissen gepriift werden. O

Definition 14.8 (Homotopieiquivalenz). a) Eine Abbildung f: X — Y heif}t
Homotopiesquivalenz, falls [ f] ein Isomorphismus in hTop ist, d.h. falls
es eine Abbildung g: Y — X gibt, so dass go f ~ idx und fog ~ idy
jeweils homotop zu den Identitidten sind.

b) Existiert eine Homotopiedquivalenz f: X — Y, so heifen X und Y ho-
motopiedquivalent.

Beispiel 14.9. Der Einpunktraum {} ist homotopieéiquivalent zu R™ mittels

PRECEE

* [ 0
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R" — {4

€T [

v
Hierbei ist g o f = idy,; sowieso schon die Identitét, und es ist fog = Cp (die
konstante Nullabbildung). Mittels

R*xI — R”

H:’ (x,t) +— tx

erhalten wir auch Hy = Cp und H; = idg~, sodass wir eine Homotopie Cy ~ id
gefunden haben.

Lemma 14.10. Homotopieiiquivalenz ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Isomorphie in einer Kategorie ist eine Aquivalenzrelation.

Notation 14.11. Wir bezeichen
[X,Y] := Mormop(X,Y)/ ~= Morhrop(X, y)-
und analog

[Xa Y]* = [(Xv xO)a (Ya yO)] = 1\/I()I'Top* (Xa Y)/ ~ o

Bemerkung* 14.12. Fiir die Notation [X, Y], bzw. [(X,z0), (Y, yo)] definieren
wir ~ natiirlich wie in Teil i) von Definition 14.6, d.h. wir lassen nur punktier-
te Homotopie zu, wie man das in der Kategorie der punktierten topologischen
Réaume auch erwartet.

Definition 14.13 (Schleife). Eine Schleife in X an z € X ist eine Abbildung
w: I — X mit w(0) = w(l) = =.

Aquivalent ist w eine Schleife, wenn w € Morrop_ ((S*, 1), (X,20)), indem wir
Theorem 3.9 anwenden.

Definition 14.14 (Komposition von Schleifen). Fiir zwei Schleifen w,w’ in X
an  ist w * w’ die Schleife mit

2t o<t<i
() = {20 Ost<z
l<i<1

Satz 14.15. Sei zg € X ein Basispunkt. Dann definiert * eine Gruppenstruktur
auf [S*, (X, z0)],-

14 HOMOTOPIEN UND DIE FUNDAMENTALGRUPPEN 107



Vorlesung 13: Homotopie

Beweis. Als erstes zeigen wir wohldefiniertheit auf den Homotopieklassen, d.h. Wenn
wir w, w’ bis auf Homotopie dndern, so ist auch deren Komposition bis auf Homotopie
stets gleich. Seien hierzu

H,G:[0,1]/{0,1} x I — X.

punktierte Homotopien. Dann setzen wir

(H + G)(s,t) = {H(Qs’” 0

G(2s —1,1)

und sehen sofort allgemein (H * G); = Hg * G, weswegen wir also eine Homotopie
zwischen (H » G)g = Hy * Go und (H * G); = Hy » G definiert haben.

Man beachte, dass wir fiir die Wohldefiniertheit H(1,t) = Hy(1) = z¢p = G¢(0) =

G(0,t) bendtigen (an der Ubergangsstelle s = % miissen die beiden Fille iibereinstimmen).

Assoziativitit Sind w,w’, w” drei Schleifen an z, so durchlaufen wir bei der Schleife
(wxw')*xw” auf [0, 3] den Weg wow’ und auf [%, 1] w”. Fiir wx (w’*w”) passiert
zwar eigentlich das Gleiche, allerdings in anderen Zeitintervallen, weswegen wir

diese Zeitintervalle mittels einer Homotopie verschieben:

t (Verlauf der Homotopie)
Hy =

w w' w"
Hi
: S
Hy = (Zeitlicher Durch-
w w/ w//

(wxw') *w” lauf
einer Schleife)

Dazu durchlaufen wir mit H; (also zum Zeitpunkt ¢ der Homotopie) w auf dem
Intervall s € [0, 3], den Weg w' auf [1%, 25] und den Weg w” auf [23E,1],
formal also folgendermaflen:
4s
w(i%)
+

H(s,t)=w'(4s—1—1t)
4s—2— 2
W < 2 t) 2+t

Man priift an den Ubergingen zwischen den Wegen wieder leicht, dass fiir
s = 4 und s = 2 jeweils H(s,t) = w(l) = 29 = w'(0) bzw. H(s,t) =
w'(1) = zo = w”(0) gilt, in obiger Skizze sind die rot markierten Strecken die-
jenigen, auf denen H(s,t) den Wert zg (zwingend) annimmt, weil es sich um

Schleifenanféinge bzw. Enden handelt.

~

S
NN
VA
NN
[

neutrales Element Sei c: I — X die Abbildung, die konstant xq ist. Wir behaup-
ten, dass c ein neutrales Elemente ist. Sei hierzu w eine beliebige Schleife an x,

dann ist
2s
=) 0<
H(s,t) = {w(m) -
) -0 <

w /N
[ V]

—_

<
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gl

w w o
w I/(7 w fw
Zo Zo Zo Zo

Toe

2 (d) Hyg (e) Ha

Abbildung 24: Mlustration der Homotopie von w * w zu ¢ mit dem ’Spaghetti-Trick’

eine Homotopie von w * ¢ nach w. Die Abbildung H; durchlduft hierzu auf
[0, 1+£] den Weg w, und bleibt fiir den Rest der Zeit stehen.

Bemerkung* 14.16. Wir miissen eigentlich noch zeigen, dass auch c * w
zu w homotop ist, damit ¢ eine beidseitiges neutrales Element ist, dazu
ergibt sich jedoch vollig analog die Homotopie

H(s.1) = {w()

von w nach cxw. Hy bleibt zunéichst stehen, und durchléuft dann auf [£, 1]
den Weg w.

S

t
0 3
t
§ 1

VA
VA

S

Inverses Seiw(t) = w(1—t), wir behaupten, dass diese Schleife ein Inverses darstellt.

Dann ist
w(2s) 0<s< i
H(s,t) = S w(l —t) s <
w(2—2s) =w2s—1) F<s<1

eine Homotopie von w+w nach c. Hierbei laufen wir mit H; zunéchst auf [0, 15]
einen Teil von w entlang (in normaler Geschwindigkeit ), dann bleiben wir stehen

(an der Stelle w(1 —¢)) und laufen dann im Zeitraum [}, 1] wieder zuriick,
also ein Endstiick von w.

O

Miindliche Anmerkung 14.17. Man erkennt, dass es fiir obigen Beweis wich-
tig war, dass wir die Verkniipfung nur bis auf Homotopie definieren, weil wir
ansonsten Probleme mit der Parametrisierung bekommen.

Definition 14.18 (Fundamentalgruppe). Fiir (X, z() € Top, ist

7T1(Xa :L‘o) = ([(Sl, 1)7 (Xa xO)]*v *)'

die Fundamentalgruppe von X an x.
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Miindliche Anmerkung 14.19. Wir werden feststellen, dass es sich bei obigem
um eine Homotopieinvariante handelt, mit der wir eine weitere charakteristische
Eigenschaft von topologischen Rdumen gefunden haben, um diese zu unterschei-
den.

Allerdings wird sich herausstellen, dass die Berechnung solcher Gruppen recht
miihsam ist, weswegen wir noch die Technik sogenannter Uberlagerungen ken-
nenlernen werden.

Satz 14.20. Ist f: (X,z9) — (Y,yo) eine Abbildung, so induziert diese einen
Gruppenhomomorphismus

™ (X, z0) L5

1 (Y7 yO)
mittels [w] — [f o w]. Zudem ist

m1: Top, — Grp.

ein Funktor.

Beweis. Wohldefiniertheit Ist w 2 w’, so ist fow = fow”.

Gruppenhomomorphismus Seien [w], [w'] zwei beliebige Element aus m1 (X, o),
dann ist

wobei in (1) Gleichheit gilt, weil es sich bei beiden Seiten um die Abbildung
(f ow)(2t) 0
(fow)(2t—1) 3
handelt.

Funktorialitit e Esist m (idx)[w] = [idx ow] = [w], also bilden wir Identititen
auf Identitéten ab.

e Wir rechnen nach:
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und wir erhalten, dass m1(f o g) = m1(f) o m1(g).

Miindliche Anmerkung 14.21. Wir kénnen uns 7; vorstellen als 'Locher-
zéhlen’, dazu spéter mehr.

Vorlesung 14
Do 10 Jun 2021
Satz 14.22 (m; auf Wegzusammenhangskomponenten). Seien z,z’ € X durch
einen Weg verbunden, d.h. Jw: I — X mit w(0) = z, w(1) = z’. Dann sind die
Gruppen 71 (X, z) und (X, 2") homéomorph.

Bemerkung 14.23. Liegen x, 2’ in verschiedenen Wegzusammenhangskompo-
nenten, so gibt es (im Allgemeinen) keine Beziehung zwischen (X, x) und
m (X, 2'). Betrachte hierzu z.B. X = X;[[ X2 mit 2 € X; und 2’ € Xa, so
ist p1(X,z) = p1(X1,2) und p1(X,2") = p1(Xs,2'). Es geniigt daher zu sehen,
dass es Rdume mit verschiedenen Fundamentalgruppen gibt.

X = X1 ]_[Xg

Xl X2

Abbildung 25: Disjunkte Vereinigung von R&umen mit verschiedener Fundamental-
gruppe

Beweis von Theorem 14.22. Sei v: I — X eine Weg von z nach z’. Dann definiere

m(X,2") — (X,x)

PO ] e urw«)

wobei wie iiblich 7: [0,1] — X gegeben ist durch 7(t) = v(1 — ¢). Hierbei definieren
wir

v(3t) 0<t<3
(vrw*T)(t) = Sw(Bt—1) F<t<?2
v(3(1-1t) 2<t<1

Damit diese Konstruktion ein Gruppenisomorphismus ist, zeigen wir:
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Abbildung 26: Aus einer Schleife w um 2’ kénnen wir mittels v, T eine Schleife um x
erzeugen

Wohldefiniertheit Fiir w 2 w' ist auch v w7 ~ v+ w' * T mittels der Homotopie

v(3t) 0<t<i
H(t,s)=<{ H(3t—1,5) $<t<?2
v(3(1—-t) 2<t<l1
Gruppenhomomorphismus Es ist:
v* (wxw') x T TE (w* (T*rv)*w')*v

assoz. (U*w*ﬁ)*(v*w’*ﬁ)

= vs(w) o vy (W)
Isomorphismus ¥ induziert analog zu v eine Abbildung
Uy (X, x) - m (X, 7).

Wir behaupten, dass vy ein Inverses ist, also vy 0 Uy = idy, (x,4), dann folgt
wegen U = v auch sofort 7y o v=idr, (x,2)-

Sei also [w] € m1 (X, z), dann ist
(vg 0Ty )([w]) = [V*T*xw v * 7]
= [w]
also ist vy o Ty tatséchlich die Identitét.

O]
Warnung. Der Isomorphismus vy : 71 (X,2’) — m1(X,x) hingt von v ab (genauer

von der Homotopieklasse von v relativ Endpunkten). Die Gruppen sind aber in jedem
Fall isomorph.
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I_Ist G eine Gruppe, g € G, so ist

¢ — @
| p s ghgl

eine Automorphismus von G, die Konjugation mit g. Diese heiflen innere
Automorphismen _I

Bemerkung 14.24. Sind v,v": I — X Wege von z nach 2/, dann gilt:

vs([w]) = v+ [uw] +
= [ ] v ([w]) * [/ * 7]

= c['unT’] (v:k [w )

die von verschiedenen Wegen v, v’ von x nach 2’ induzierent Wege unterscheiden
sich also nur um Konjugation.

Bemerkung* 14.25. Es gibt auch Wege v, w: 2’ — x, die nicht in der gleichen
Homotopieklasse (relativ Endpunkten) liegen, die aber dennoch denselben Iso-
morphismus induzieren. Das liegt daran, dass die beiden induzierten Isomorphis-
men sich nur um Konjugation unterscheiden (s. Bemerkung 14.24), und damit
z.B. insbesondere fiir abelsche Fundamentalgruppen denselben Isomorphismus
induzieren.

Miindliche Anmerkung 14.26. Man muss aufpassen, bei wegzusammenhéngenden
Réumen einfach von 'der’ Fundamentalgruppe zu sprechen. Es gibt zwar nur ei-

ne, allerdings sind die Isomorphismen nicht zwingend kanonisch, weswegen man
trotzdem implizit noch die Wahl des Basispunktes mit sich rumschleppt. Das
motiviert die Betrachtung der néchsten Definition:

Definition 14.27 (Fundamentalgruppoid). Der Fundamentalgruppoid II(X)
ist die Kategorie mit ob(II(X)) = X und

Morp(x) (#,2') = {w: I = X ] w(0) = z,w(l) = x/}/~ rel {0,1}

d.h. die Morphismen sind genau die Wege von z nach ' modulo Homotopie
beziiglich endpunkten. Die Verkniipfung der Morphismen ist durch » gegeben.

Bemerkung* 14.28. 1) Ein Gruppoid ist eine Kategorie, in der jeder Mor-
phismus invertierbar ist, d.h. in der jedere Morphismus ein Isomorphismus
ist. In obigem Fall ist das gegeben, weil wir fiir w den Weg w als Inverses
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haben.

Warnung. Wir fordern nicht, dass zwischen je zwei Objekten ein Iso-
morphismus existiert. Das ist auch in II(X) nicht der Fall, wenn X nicht
wegzusammenhéngend ist.

Ist 4 ein Gruppoid, so ist Morg (A4, A) fir A € Ob(¥) stets eine Gruppe.
Vergleiche hierzu auch Beispiel 13.67 1).

2) Per Definition ist Morgx)(z,x) = m1 (X, x) (als Gruppen).

3) Per Definition ist nun

mo(X) = Ob(H(X))/Isomorphie

Miindliche Anmerkung 14.29. Obige Konstruktion ist funktoriell (Zuord-
nung X — II(X)). Dadurch ’verpacken’ wir die Basispunktwahl in eine Kate-
gorie und umgehen so willkiirliche Wahlen, kénnen die Informationen aus der
Kategorie (iiber die Fundamentalgruppe) aber jederzeit ’zuriickgewinnen’ (bzw.
haben sie schon).

15 Uberlagerungen Teil 1

Definition 15.1 (Uberlagerung). Eine Uberlagerung ist eine stetige, surjek-
tive Abbildung
p: B — X.

mit den folgenden Eigenschaften: Fiir jedes x € X gibt es eine Umgebung U von
z, einen diskreten Raum F' und einen Homoéomorphismus

v:p 1 (U) S U x F.

iiber U, d.h.

Bemerkung 15.2. F ist homdomorph zu F, = p~1({z}), der Faser iiber z
mittels

Vlp-12y: p~H(2) = {2} x F.

Lemma 15.3 (Uberlagerung von Teilrdumen). Seip: E — X eine Uberlagerung,
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R
-1
Y
El 0
1
2
D p

D _—

Abbildung 27: Veranschaulichung einer trivialen Uberlagerung (links), und der
Uberlagerung R =5 §1
Y € X ein Teilraum. Dann ist auch
Py pH (Y) - Y.
eine Uberlagerung.
Beweis. Seixz € Y. Dann 3U € X Umgebung von x und F diskret und ein Hom&omorphismus
v:p H(U) - U x F.
itber U. Dann ist U n'Y eine umgebung von x in Y und somit
Vlp-1@wayy: 0 (U NY) > (UnY) x F.

ein Homdomorphismus. O

Beispiel 15.4. Sei X ein topologischer Raum, F' diskret. Dann ist
pry: X x F— X.

eine Uberlagerung.

Bemerkung 15.5. Ist p: E — X eine Uberlagerung, so heifit diese trivial, falls
ein HomGomorphismus u: £ — X x F iiber X existiert, wobei F' diskret.
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Definition 15.6. f: X — Y ist ein lokaler Hom&omorphismus, falls Vo € X
eine offene Umgebung x € V' < X existiert mit

i) f(V) CY ist offen

ii) flv:V — f(V) ist ein Homéomorphismus

Miindliche Anmerkung 15.7. Die Abbildung f| — f(V) erfiillt etwas stéirkere
Eigenschaften als eine Einbettung, weil wir hier zusétzlich fordern, dass f(V) <
Y offen ist.

Es ist z.B. R < R? eine Einbettung, jedoch kein lokaler Homdomorphismus.

Lemma 15.8. Eine Uberlagerung ist ein lokaler Homdomorphismus.

Beweis. Sei p: E — X eine beliebige Uberlagerung. Fir z € X existiert z e U € X
offen mit u: p~1(U) = U x p~!({z}) (per Definition der Uberlagerung)

Sei nun e € E beliebig und setze = p(e). Wihle V = u=}(U x {e}). Dann ist
ply: V. — U ein Homéomorphismus, denn (nach Anwendung von w bzw. u|y) fir
U x {e} — U ist dies trivial.

I1e

U x {e}
N N S

IS
<

N

>~

U) ———— Uxp({z}) \=

]
!
/
Ply-1(v) /

plv

Da p~}(U) € FE offen ist (Stetigkeit von p) und

Ux{e} U xpH({a}) "= p (1)

offen, ist V < p~}(U) < E offen. Also ist V eine offene Umgebung von e, und
plv:V —=5 U ein Homdomorphismus mit offenem Bild U < X, und wir erfiillen alle
Eigenschaften eines lokalen Homéomorphismus. O

=

Vv

Lemma 15.9. Sei p: E — X eine Uberlagerung. Dann gibt es eine offene
Uberdeckung {U;},.; von X, so dass gilt:

Fiir alle i € I, x € U; und y € p~*(z) gibt es eine stetige Funktion s: U; — E
mit

o s(2) =y
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e pos=idy,

Miindliche Anmerkung 15.10. Im Wesentlichen passiert hier nicht viel mehr
als beim lokalen Hombomorphismus. Der Unterschied der Aussage des Lemmas
ist, dass wir hier die U; und das y fest wéhlen konnen, und erst dann den
Homoomorphismus bauen.

Beweis von Lemma 15.9. Fiir jedes x € X gibt es eine offene Umgebung U, auf der
p trivial ist (im Wesentlichen die Definition einer Uberlagerung). Dann ist {U,},.
eine offene Uberdeckung, die die Eigenschaften des Lemmas erfiillt:

-1

E%Uw

s als Verkniipfung der anderen Abbildungen hat nédmlich genau die gewiinschten Ei-
genschaften, sofern wir f natiirlich so withlen, dass y <> (z, f) in Bijektion stehen. [

Bemerkung 15.11. Nicht jeder lokale Homéomorphismus ist eine Uberlagerung.
Die Abbildung (0,2) =5 S! ist ein lokaler Homéomorphismus, aber keine Uberlagerung.

Das 'Problem’ ist hierbei, dass 1 € S* nur ein Urbild unter exp hat, jede Umge-
bung von 1 € (0,2) im Urbild ist hat jedoch drei Urbilder von den Punkten nahe
1, ist also nicht einfach nur ein Intervall.

Notation 15.12. Ist p: E — X eine Uberlagerung, so nennen wir
e X die Basis oder den Basisraum

e I den Totalraum

p die Uberlagerungsabbildung oder Uberlagerungsprojektion
p~1(z) die Faser iiber z, F,

|p~(x)| die Blétterzahl . Diese ist lokal konstant.

Beispiel 15.13. 1) Die triviale Uberlagerung
2) Die unendlich-blittrige Uberlagerung

R — St
e R
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3) Es gibt auch eine k-blittrige Uberlagerung des Einheitskreises:

st — st

z [ Zk

0*:]

(wir fassen hier S! € C auf, um z* zu definieren).

Sl
N
4

zZr—Z

p
Sl
Q

Abbildung 28: 4-blittrige Uberlagerung S* — S*

T
_—

4) Sind E, E' % X Uberlagerungen, so auch
B[ 2" x.

5) Die Projektion S > RP™ ~ Sn/x ~ _q ist eine 2-bléttrige Uberlagerung.
Bezeichne hierzu mit N, S den Nord- und den Siidpol von S™ (die den glei-
chen Punkt in RP™ darstellen und wegen Symmetrie ein generischer Punkt
aus RP" sind). Dann kénnen wir die offene ober bzw. untere Halbkugel
betrachten, d.h.

S N {(.’I}l,... ,$n+1) | Tpt1 > 0}

S"n {(mla"'a$n+1) | Tnt1 < 0}

deren Projektion auf RP” dann genau eine 2-blittrige triviale Uberlagerung
auf eine offene Umgebung von p(N) = p(S) darstellt.

Miindliche Anmerkung 15.14. Man kann zeigen, dass die endlichen Uberlagerungen
die einzigen zusammenhingenden Uberlagerungen von S' sind. Fiir ’schone’
Réaume werden wir diese auch noch klassifizieren.
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In der nichsten Woche behandeln wir Liftungssdtze, d.h. wir fragen uns

E
£ A
afr - lp

-
-

TT>X

das ganze gilt z.B. fiir Wege, also wenn 7' = I, wir kénnen uns dann ein Urbild
e — f(0) = x wéhlen und erhalten f mit f(0) = e, sodass obiges kommutiert.

Miindliche Anmerkung 15.15 (ca.). Wir werden dann feststellen, dass die
Hebung von w: I — X nicht zwingend eine Schleife ist, auch wenn w es war.
Wenn wir dann auch noch Homotopien heben kénnen, so kénnen wir schlieflen,
dass w nicht nullhomotop war, weil das sonst auch fiir den gehobenen Weg gelten
miisste, dieser aber nichtmal dieselben Endpunkte hat.

Vorlesung 15
Di 15 Jun 2021

Satz 15.16 (Weghebungssatz). Seip: E — X eine Uberlagerung, und w: [0,1] —
X ein Weg mit Anfangspunkt xq := w(0). Sei y € p~!(x¢) (also ein Punkt in der
Faser von z(). Dann existiert genau ein Weg w: [0,1] — E, sodass w(0) = y und
pow = w, d.h. es kommutiert

E

- /7(
@ J(p
I — X

Der Weg w heif3t Hebung oder Lift von w.

Miindliche Anmerkung 15.17 (auf Nachfrage). Wir kénnen uns den End-
punkt des Weges w, also w(1), nicht aussuchen. Dieser ist aber eindeutig be-
stimmt durch die Wahl des Anfangspunktes @w(0) = y.

Wir wissen also, dass dieser Endpunkt existiert und eindeutig bestimmt ist,
konnen aber noch keine Aussage dariiber treffen.

Zudem werden wir sehen, dass der Endpunkt nicht notwendigerweise der An-
fangspunkt sein wird, selbst wenn es sich bei w um eine Schleife handelt.

Beweis. 1. Fall: Wir nehmen an, dass p trivial ist, d.h. wir finden F', sodass kommu-
tiert:
FE—— X xF

u
‘A

Wir miissen also zeigen, dass genau eine Hebung w: I — X x F existiert mit w(0) =
u(y). Sei u(y) = (xo, f) mit f € F. Wir definieren nun

w(t) = (w(t), f)-

p
X
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d.h. wir heben den Weg einfach nach X x {f} =~ X. Dann ist @w(0) = (w(0), f) =
(zo, f) = u(y), und die Projektion ist genau

pry (w(t)) = w(t).
wie gewiinscht.

Eindeutigkeit: Sei w: I — X x F ein weiterer Lift mit Anfangspunkt (w(0), f). Weil I

zusammenhéngend ist, ist pryp ow: I — F konstant, weil das Bild zusammenh#ngend,
F aber diskret ist. Also folgt bereits

w(t) = (w(t), f) = a(t).

, denn die zweite Komponente ergibt sich aus vorherigem Argument, und die erste
dann sofort aus der Hebungseigenschaft.

2. Fall: w hat Bild in einer trivialisierenden Umgebung U, d.h. in U € X mit pl,-1 (1
trivial.

Wir fassen w als Weg I — U auf. Nach Fall 1 existiert w: I — p~1(U) mit @(0) = y.
Dann ist w: I — p~1(U) — E eine Hebung von w entlang p: £ — X.

I — pYU) —— E

x [Pl J"

U— X

Da jede Hebung Bild in p~1(U) hat (Verkniipfung mit p liefert ja einen Weg in U,
nédmlich w), folgt die Eindeutigkeit auch aus Fall 1.

3. Fall: Allgemeiner Fall. Sei {U;},.; eine offene Uberdeckung von X, so dass pl,-1(v,)
trivial ist fiir alle ¢ € 1.

Dann ist {w’l(Ui)}iE[ eine offene Uberdeckung von I. Es gibt also eine Lebesgue-
Zahl £ > 0, d.h. ein £ > 0, sodass jeder e-Ball U(t,e) < I in einem w™*(U;) liegt.
Also finden wir ein n € N, so dass

kE k+1
Vk=0,....n—13tel: [n’ :; ]gw_l(Ui)
d.h. analog, dass
kE k+1
w|[&’k+1]: [n, n ]HX

hat Bild in einer trivialisierenden Umgebung U;.

Wir zeigen per Induktion, dass w|[O Bk [0, %] — X einen eindeutigen Lift w mit

Anfangspunkt y hat.

IA: k =1 ist genau die Aussage von Fall 2, wir sind also fertig.

IS Es gelte die Aussage fiir k. Sei w: [O, %] — FE die eindeutige Hebung von w|[O £]

und setze yi == w (k) Nach Fall 2 hat also der Weg

' ]:[k,k+1]—>X.

n n
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Abbildung 29: Zerlegung des Weges in trivialisierende Umgebungen, auf denen wir
heben kénnen

einen eindeutigen Lift @' mit @' (£) = @ (£). Nun passen @ und @' zusammen zu

einer Hebung

w\[()’%]

zusammen. Zudem ist diese Hebung eindeutige, denn das Anfangsstiick auf [O7 %] ist
nach Induktion schon eindeutig, also auch der Anfangspunkt g, von @', und somit
auch @' nach Fall 2. O

Bemerkung* 15.18. Das Lebesgue-Lemma fand sich auf den Ubungsblittern
als Aufgabe 5.4, wir geben dies im folgenden wieder:

Definition 15.19 (Lebesguezahl). Sei U eine (offene) Uberdeckung eines metri-
schen Raumes X. Dann ist eine € > 0 eine Lebesguezahl, falls Vx € X eine
(offene) Umgebung U € U mit U(x,e) < U.

Lemma 15.20 (Lebesgue-Lemma). Ist X eine kompakter metrischer Raum, U
eine offene Uberdeckung. Dann existiert eine Lebesguezahl € > 0.

Bemerkung* 15.21. Auf dem Ubungsblatt haben wir das Lemma fiir einen
folgenkompakten metrischen Raum gezeigt, und das ist auch die Eigenschaft, die
wir im Beweis verwenden. Allerdings ist Aufgabe 5.4 auch genau dazu da, zu zei-
gen, dass Folgenkompaktheit und Kompaktheit fiir metrische Rdume dquivalent
sind, in der Formulierung des Lebesgue-Lemmas ist dies also nicht (mehr) wich-
tig, sobald wir das wissen.
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Bemerkung 15.22. Ist w: I — X eine Schleife, so ist @ im Allgemeinen trotz-
dem keine Schleife, hierzu betrachte wieder die Uberlagerung R —5 S und die
Schleife w, die einmal um den Kreis 1duft, die Hebung ist in R jedoch einfach ein
Weg von k zu k + 1.

>

Abbildung 30: Hebung der Schleife in S' zu einem Weg in R

Satz 15.23 (Homotopieliftungssatz). Sei p: E — X eine Uberlagerung, und
seien Wy, wy: I — E Wege mit wy(0) = w;(0), also gleichem Anfangspunkt. Sei
w; = P O W;.
Sei H: I x I — X eine Homotopie von wy nach w; relativ Anfangspunkten.
i) Es gibt eine eindeutige Hebung H: I x I — E von H mit H(0,0) = wg(0).
ii) H ist eine Homotopie von wy nach w; relativ Anfangspunkten.

iii) Ist H eine Homotopie relativ Endpunkt, so auch H.

Beweis von Theorem 15.23. Existenz von H . Sei {U},_, eine offene Uberdeckung
von X, so dass p iiber jedem U, trivial ist. Dann ist {Hﬁl(Uk)}keK eine offene
Uberdeckung von I2. Nach dem Lebesgue-Lemma existiert m € N, so dass jedes

Quadrat
Qi,j = |:Z_ 1 Z:l X I:j_ 1,j:| c I2.

m 'm m 'm

in einem der H~!(Uy) liegt, fiir 4,5 = 1,...,m.
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I2

Abbildung 31: Hebung der Homotopie H in den Uberlagerungsraum F

Qua | Q24 | Q34| Qua
Q13 | Q23 | Q33| Qus
Q12| Q22 | Q32 | Qa2
Qui | Q21| Qs1 | Qu

Bemerkung* 15.24 (teilweise miindlich). Genauer gesagt wiirden wir
nach dem Lebesgue-Lemma ein § erhalten, sodass jede offene Menge mit
diam < ¢ in einem der U; liegt. Aber natiirlich kénnen wir dann m grof3
genug machen, sodass ein abgeschlossenes Quadrat in einer etwas groferen
offenen Menge liegt, die Durchmesser < ¢ hat.

Wir wollen im Folgenden eine Familie von stetigen Abbildungen ﬁij: Qij — F
konstruieren, die H lokal, d.h. auf @);;, heben und untereinander "kompatibel’
sind, genauer:

i) po ffij = H|Qij (ﬁ” ist Hebung auf Q;;)
ii) H11(0,0) = wo(0) = wy(0) (Hyy hebt w(0) auf 1 (0))

iii) (ﬁij”Qqui/j/ = (ﬁi’j'”Q/iji/]-/ (die lokalen Hebungen sind auf ihren
Schnittmengen, d.h. den Riindern der Quadrate, identisch)

Dies fiihren wir rekursiv in der Reihenfolge 11,12, ...,1m, 21,22,...,2m,...,3m,...,mm
durch, wobei wir in jedem Schritt obige Bedingungen sicherstellen, d.h. wir be-
weisen diese Aussagen parallel mittels Induktion.
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Seien also 1 < 4,7 < m gegeben, sodass wir die vorherigen f{ij bereits definiert
haben. Wir finden ein k, sodass H(Q;;) in Uy, liegt, tiber dem die Uberlagerung
trivial ist, also konnen wir eine lokale Umkehrfunktion s: U — FE wéhlen, die
zusétzlich den Startpunkt

P wo(0) i=j=1
Z —_ —_— ~ . .
’ (H < > )) =\ His (5h50) i>1 (4)
m - m - S0
Hij (50 50) 7> 1

besitzt, d.h. s hebt die ’linke untere Ecke’ von H(Q;;) auf den gleichen Punkt
wie eine der vorherigen Abbildungen I}Z—/,j/ (bzw. auf den Anfangspunkt w(0),
wenn wir die erste Abbildung definieren), damit die Abbildungen letztendlich
zusammenpassen.

Bemerkung 15.25. Da f{i_Lj und ﬁm'_l auf der Ecke (%, %) iibereinstimmen,

ist das wohldefiniert fiir ¢,j > 1. Dazu ist insbesondere wichtig, dass wir
Eigenschalft iii) fiir ¢ — 1, j und 4, j — 1 bereits induktiv annehmen konnen.

Mit dieser Umkehrabbildung setzen wir nun naheliegenderweise ﬁij = s0H|q,,-
Wir miissen nun die Eigenschaften i) - iii) priifen. i) ergibt sich unmittelbar aus
der Wahl von s mittels

po Hy dzefpo(soH

Qij — idUk oH

Qij:H

Qij):(poS)OH Qije

Eigenschaft ii) ergibt sich unmittelbar aus der Definition in Gleichung 4, Eigen-
schaft iii) miissen wir nur fiir das neu hinzugekommene flij zeigen, und auch nur
fir den Schnitt mit den (potenziell) benachbarten Quadraten links und unter
Q;j, weil die Schnitte sonst leer sind. Also bleibt zu zeigen:

Behauptung 16 (linker Rand von Q;;). Ist ¢ > 1, so ist ﬁii|QwﬁQz’—1,j =
Hi1,41Qi;0Qir ;-

Unterbeweis. Es ist Qi N Qi—1,; = {4} x [%, #] und kann somit durch

i—1 j—1+t
t ).
m m

fir ¢ € [0, 1] parametrisiert werden.

Die entsprechenden Wege

~ -1 j—1+¢
m m
~ i—1 j—1+¢
t'—>Hz‘—1,j< 7])
m m

heben alse den Weg t — H (%, %) und stimmen fiir ¢ = 0 am Wert

~ t—1 5—1Y\ def ~ 1—1 7—1
HZ( 7] ) = Hil,j( aj >
m m m m

iiberein (vergleiche auch wieder Gleichung 4). Nach dem Weghebungssatz sind
also beide Wege gleich, also stimmen H;;, H;_1 ; entsprechend iiberein. |
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Behauptung 17 (unterer Rand von @Q;;). Ist j > 1, so ist gij|Qiiji,j—l =

Hij-1]Qi;nQi ;-

Unterbeweis. Vollig analog zu Behauptung 1, der Schnitt ist der untere Rand
von @;; und kann analog parametrisiert werden. |

Damit haben wir zusammen eine Abbildung f[ij mit den geforderten Eigen-

schaften i) - iii) konstruiert. Es ist nun leicht zu priifen, dass wir die H;; zu
einer Abbildung

I? — F
(xay) | H”(l',y), wobei Z7.] 50, dass (.T, y) € QU

zusammenfiigen kénnen, die die geforderten Eigenschaften besitzt.

Eindeutigkeit Sei H eine weitere Hebung mit ﬁ(0,0) = wo(0). Sei (t,s) € I* und

ii)

iii)

w ein Weg von (0,0) nach (¢, s) in I? (z.B. der lineare Weg). Dann sind H o w

und H o w Hebungen von H o w. mit demselben Anfangspunkt.

Nach der Eindeutigkeit im Weghebungssatz sind also auch schon How und How
gleich, insbosender stimmen sie an (t,s) iiberein, und somit H(t,s) = H(t,s).
Da (t, s) € I? beliebig war, folgt also wie gewiinscht H = H.

Der Weg H(—,0) hebt H(—,0) = wo mit Anfangspunkt @y(0). Auch @ ist
ein solcher Lift. Aus der Eindeutigkeit im Weghebungssatz folgt also genau
H(—,0) = 1. H(—,0) ist in folgender Skizze blau markiert. Bevor wir jedoch
etwas {iber H(—, 1) aussagen konnen, miissen wir erst noch iiber die linke Kante
von I? etwas lernen (im Bild orange).

s =)
s b .

Weiter hebt H(0, —) den Weg H(0, ) = ¢y (0), weil H eine Homotopie relativ
Anfangspunkt ist. Auch cg, (o) ist eine solche Hebung (mit gleichem Anfangs-

punkt), also ist bereits H (0, —) = c,(0)-
Damit folgt bereits, dass H eine Homotopie relativ Anfangspunkt ist, und dass

H(0,1) = Cipg(0)- Also hebt der Weg H(—,1) den Weg H(—,1) = w; mit An-
fangspunkt wo(0) = w1(0), und wegen der Eindeutigkeit der Wegeliftung erhal-

ten wir wie gewiinscht H(—, 1) = w;.

Der Weg H(1,—) hebt nun H(1,—). Ist H(1,—) konstant, dann auch H (1, —),
weil wir auch die konstante Hebung haben, und die Hebung eindeutig ist.

O
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16 Beispiele fiir m

Definition 16.1. Ein topologischer Raum X heifit einfach zusammenhingend,
falls X wegzusammenhéngend ist und je zwei Wege mit gleichen Anfangs- und
Endpunkten homotop sind (relativ Anfangs- und Endpunkt).

Wo

wq

Lemma 16.2. Ein Raum X ist einfach zusammenhéngend genau dann, wenn er
wegzusammenhéingend ist und 7 (X, x) trivial ist fiir ein (oder dquivalent alle)
reX.

Beweis. * =’ Spezialfall der Definition.

’ <= Seien w,w’: I - X Wege mit w(0) = w’'(0) = z und w(l) = w’(1) = y. Dann
ist

O Vorlesung 16
Do 17 Jun 2021

Notation 16.3. Sei p: E — X eine Uberlagerung, w: I — X ein Weg mit
w(0) = x und e € p~— (). Dann notieren wir mit L(w, e) die Hebung von w mit
Anfangspunkt e, die nach dem Weghebungssatz eindeutig existiert.

Satz 16.4. Sei p: E — X eine Uberlagerung, wobei F einfach zusammenhiingend
sei. Sei € X und e € p~!(x). Dann ist die Abbildung

I mXz) — pi(a)
7wl o L(we)1)

wohldefiniert und bijektiv.

Beweis. Wohldefiniertheit: Angenommen, w ~ w’ relativ Anfangs- und Endpunkt.
Nach dem Theorem 15.23 ist dann auch L(w,e) ~ L(w’,e) homotop relativ
Anfangs- und Endpunkt. Insbesondere haben sie denselben Endpunkt (dieser
bleibt withrend der Homotopie ja konstant), und somit L(w,e)(1) = L(w’,e)(1).

Injektivitit: Angenommen, [w], [w'] € m1 (X, x) werden auf den gleichen Endpunkt
L(w,e)(1) = L(w’,e)(1) abgebildet.
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Da FE einfach zusammenhingend, sind nun L(w,e) und L(w’, e) homotop (sie
haben den gleichen Anfangs- und Endpunkt) relativ Endpunkten. Sei H eine
solche Homotopie. Dann ist po H eine Homotopie von w nach w’ relativ Anfangs-
und Endpunkt, also [w] = [w'] und ¢ ist wie gewiinscht bijektiv.

Surjektivitéit: Sei ¢’ € p~1(x). Da E als einfach zusammenhingender Raum insbe-
sondere wegzusammenhingend ist, gibt es einen Weg w: I — E von e nach €'
Dann ist w := p o @ eine Schleife an x, weil e, ¢’ € p~!(x), also ist p([w]) =
L(w,e)(1) = w(1) = e’. Da ¢’ € p~!(x) beliebig war, ist ¢ surjektiv.

O

Miindliche Anmerkung 16.5. Mit dieser Bijektion haben wir ein erstes star-
kes Werkzeug, mit der wir - mittels geschickter Uberlagerungen - schon einmal
die Méchtigkeit der Fundamentalgruppe bestimmen kénnen.

Satz 16.6. Es ist (S, 1) =~ Z.

Beweis. Wir betrachten die Uberlagerung exp: R — S'. Zudem ist R einfach zusam-
menhingend. Wir wihlen das Urbild 0 € exp~1(1). Nach Theorem 16.4 ist nun

m(S11) — exp!(1)=ZcR
[w]  — L(w,0)(1)

eine Bijektion.
Behauptung 18. ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus.

Unterbeweis. Seien [w], [w'] € w1 (S, 1). Es ist zuniichst
L(w*w',0) = L(w,0) » L(w', L(w, 0)(1)).

(wir heben zunichst w, und miissen verkniipfen mit der Weghebung von w’, die am
Endpunkt der Hebung von w, also an L(w,0)(1), beginnt). Wir interessieren uns fiir
den Endpunkt von L(w * w’,0), denn auf diesen bildet ¢ den Weg w » w’ ab. Dazu
geniigt, den Endpunkt von L(w’, L(w,0)(1)) zu bestimmen, dies tun wir, indem wir
den Weg parametrisieren:

L(w', L(w,0)(1))(t) = L(w',0)(t) + L(w,0)(1).

Wir erhalten hier die Hebung an 0 mit einer Verschiebung um L(w, 0)(1) - diese ist
auch eine Hebung, weil exp(t + n) = exp(t) periodisch ist, und L(w,0)(1) € Z ein
Vielfaches der Periode 1 ist.

Bemerkung* 16.7. An dieser Stelle - ndmlich dass L(w,0)(1) € Z, und wir
somit mit L(w’,0)(t) + L(w,0)(1) wieder eine Hebung von w’ erhalten - geht
mafgeblich in den Beweis ein, dass wir 1 € S! als Basispunkt fiir die definierte
Abbildung ¢ gewihlt haben. ¢ ist zwar auch fiir andere Basispunkte in S! eine
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Bijektion, nicht jedoch ein Gruppenhomomorphismus (das Urbild hat in diesem
Fall auch gar keine Gruppenstruktur).

Alles in allem konnen wir nun nachrechnen, dass

e([w] o [w']) = L(w*w’,0)(1)

L(w,0) » L(w', L(w, 0)(1))(1)
L(w', L(w,0)(1))(1)

= (t— L(w',0)(t) + L(w,0)(1))(1)
L L(w,0

¥

(w’,0)(1 ) ;0)(1)
([w’]) p([w])
= o([w]) + e([w'])

also ist ¢ tatsédchlich ein Gruppenhomomorphismus. ]

Also ist ¢ bijektiv und ein Gruppenhomomorphismus, also schon ein Isomorphismus
von Gruppen. O

Miindliche Anmerkung 16.8. Es ist hier ein bisschen Gliick bzw. Zufall, dass
die Bijektion ¢ sogar ein Gruppenhomomorphismus ist. Im Allgemeinen wird
dies nicht so sein, wir werden uns aber im Zuge von Gruppenwirkungen dieser
Thematik auch im Allgemeineren noch annéhern.

Bemerkung 16.9. Ein Erzeuger von 71 (S, 0) ist gegeben durch die Abbildung

expfo.: [0,1] - 5"

Beweis. Es ist

cp([exp |[0,1]]) =L (exp |[o,1]70) (1)
= (t—t)(1)
=1

Allgemein kann man so auch zeigen, dass die Abbildung

o(t — exp(tk)) = k.

Satz 16.10. Vn € N ist R™ einfach zusammenhéngend, insbesondere 71 (R™, 0) =
0.
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Bemerkung* 16.11. Vergleiche hierzu auch Aufgabe 8.4, hier zeigen wir das
gleiche Resultat, aber mit einem etwas anderen Weg.

Satz 16.12. Sei n € N mit n > 2. Dann ist S™ einfach zusammenhégend, insbe-
sondere m1(S™,1) = 0.

Als kleine Vorbereitung bendtigen wir:
Lemma 16.13. Sei z € S™ beliebig, dann ist S™\ {z} = R"

Beweis. Wir fithren eine stereographische Projektion durch, d.h. wir definieren
die Abbildung

n e
pi] SN — @

— oz — 7@_1272) (x —2)

Hierbei ist (z)" der Unterraum der Dimension n von R™™, auf dem z senkrecht
steht, und = wir dann abgebildet auf den Schnittpunkt der Geraden durch x und z
mit diesem Unterraum.

Ein Alternativer Beweis wire, zu verwenden, dass

S™ {z} = D™ {0} /oD" ~ R".

wobel wir im letzten Schritt z — 1H—I\|Hx2\|x abbilden. O

Abbildung 32: Stereographische Projektion zwischen S\ {(0,1)} und R!  R?

Bemerkung* 16.14 (Wie kommt man auf die Formel der stereographischen
Projektion?). Wir wollen fiir z € S™ ein  # z € S™ abbilden auf den Schnitt-
punkt der Geraden durch z,z und dem zu z senkrecht stehenden Unterraum
<z>J‘ ~ R". Bezeichnen wir das Bild von x unter dieser Abbildung mit y, so
ergeben sich folgende beiden Bedingungen

16 BEISPIELE FUR m 129



Vorlesung 16: Die Fundamentalgruppe von S!

e (x,z) = 0, damit x senkrecht zu z steht, also in der entsprechenden Hy-
perebene =~ R™.

e Es sind x,y, z kollinear, d.h. es existiert ein A € R mit
y=2z+ ANz —2).
, indem wir die entsprechende Gerade durch den Fuflpunkt z und den
Richtungsvektor (x — z) mit A parametrisieren.

Einsetzen ineinander ergibt die Bedingung

0= (y,2)
=(z+ Mz —2),2)
=(z,z) + ANz — 2, 2)
=14+ Az—272)

was sich dquivalent umformt zu

1

AZ_(x—z,z>'

weswegen wir die obige Form der Abbildung erhalten.

Beweis von Theorem 16.12. Schritt 1: Sei w: I — S™ eine Schleife an z, so dass das
Bild von w nicht gleich S™ ist.

Behauptung 19. Dann ist w homotop relativ Endpunkten zur konstanten Schleife.

Unterbeweis. Sei z € S™\ Bild(z), solch ein Punkt existiert nach Voraussetzung. We-
gen Lemma 16.13 kénnen wir w als Schleife in R™ auffassen, und w ist somit homotop
relativ endpunkten zur konstanten Schleife. |

Schritt 2: Sei w eine beliebige Schleife an x. Wir wollen z in Teile zerlegen, die nicht
als Bild die gesamte Kugel haben, um auf Schritt 1 zu reduzieren.

OBdA sei hierzu  # (0,0,...,1) und auch « # (0,0,...,—1), sonst rotiere die Sphére.
D.h. x ist nicht der 'Nord-’ oder ’Siidpol’ der Kugel. Nun betrachte

5™ = 8™ {(0,0,...,1)} uS™{(0,0,...,—1}.
=U; =Us
Zudem ist
Vi=Up nUy = S™{(0,0,...,1),(0,0,..., 1)} = "' x R.

wegzusammenhéingend fiir n > 2. Nach dem Lebesguelemma existiert n € N, sodass

Vi<n—13ke {1,2) mitw<[l,l+1]> < Uy.
n n
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Sei0=jop<j1 <...<j=nmit j; € (0,...,n), sodass

w (jl> eV und w ([L,JZH]) € Ug.
n n’ n

d.h. die j; sind diejenigen Ubergangspunkte, die in V' liegen (Liegt einer der j; nicht in
V, so iiberspringen wir diesen in obiger Auswahl). Nach Theorem 16.10 ist w| [ i dit1 ]

relativ Endpunkten homotop zu einem Weg in V| hierzu wéhlen wir einen Weg in V,
der Anfangs- und Endpunkt verbindet, und beide Wege liegen dann in einem Uy, also
einem einfach zusammenhingendem Raum.

Zusammensetzen der so erhaltenen Wege j; — j;41 in V liefert, dass w homotop ist
relativ Endpunkten zu einer Schleife in V' ist. Nach Schritt 1 ist somit w homotop
relativ Endpunkten zur konstanten Schleife, denn V' & S™. O

Miindliche Anmerkung 16.15. Der Beweis scheitert fiir S!, weil wir wir zwar
auch U;,U, € S! als einfach zusammenhingende Teile konstruieren kénnen,
allerdings der Schnitt V' = Uy nUs nicht mehr zusammenhéingend ist. Wir kénnen
also in Uy, U, jeweils Teilstiicke des Weges zusammenziehen, diese aber nicht nach
V bringen, weswegen uns das nichts niitzt.

Bemerkung* 16.16. Es gibt tatséichlich Wege w: [0,1] — S™, die als Bild
die gesamte Sphére haben. Im ersten Moment erscheint das unintuitiv, weil das
von den Dimensionen nicht passt, allerdings gibt es sogenannte Raumfiillende
Kurven. Siehe hierzu auch https://en.wikipedia.org/wiki/Space-filling_curve.

Haben wir nun z.B. einen surjektiven Weg w: [0, 1] — R™, so kénnen wir diesen
auch nach S™ surjektiv abbilden, indem wir

w n n D DTL ~ n
I — R"— D" — /{5D”}:S'

verkniipfen. Hierbei geniigt eine beliebige stetige surjektive Projektion R" — D™,

z.B.
T re D"
TV E w¢ D

[E]

17 Uberlagerungen Teil 2

Definition 17.1. Ein Raum X heifit lokal wegzusammenhingend, falls fiir
jeden Punkt x € X und jede Umgebung U von z eine Umgebung V' € U existiert,
die wegzusammenhéngend ist.

Warnung. Es gibt wegzusammenhéngende Rdume, die nicht lokal wegzusam-
menhdngend sind.
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Hierzu betrachte wieder die Sinuskurve des Topologen, fiige aber einen weiteren
Weg ein, der die beiden Wegzusammenhangskomponenten verbindet, also in etwa

SO:
| “'
I I I I I I I I I

l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

-1

Wir wissen bereits, dass die urspriinglich Kurve 2 Wegzusammenhangskompo-
nenten besitzt, da wir diese allerdings verbinden, erhalten wir nun nur noch eine.
Betrachten wir aber vom Punkt (0, 0) eine Umgebung mit z.B. Radius %, so gibt
es keine in U ((O, 0), %) enthaltene wegzusammenhéngende Umgebung:

Jede solche Umgebung enthilt Punkte beider urspriinglicher Zusammenhangs-
komponenten der Sinuskurve, alleridngs kann keine solche Umgebung einen Weg
zwischen zwei Punkten dieser Zusammenhangskomponenten enthalten - denn
jeder solche muss zwingend auflerhalb der urspriinglichen Sinuskurve verlaufen
(also den neuen Pfad benutzen), dieser liegt aber nicht génzlich in der Umgebung
U((0,0), 3)-

Beispiel 17.3. Das ganze gilt natiirlich erst recht nicht in die andere Richtung,
es ist z.B. S = {—1,1} lokal wegzusammenhingend, aber sicherlich nicht weg-
zusammenhéngend.

Satz 17.4. Sei X lokal wegzusammenhéngend. Dann sind alle Wegekomponen-
ten offen in X.

Korollar 17.5. Sei X lokal wegzusammenhéingend. Dann ist X die disjunkte
Vereinigung seiner Wegekomponenten (topologische gesehen, nicht nur als Men-

gen).

Beweis*. Seien C; die Wegzusammenhangskomponenten von X. Nach universeller

Eigenschaft induzieren die Inklusionen C; < X eine Abbildung f: [[C; — X, die
auch offensichtlich bijektiv ist. Wir priifen die Stetigkeit von f~! auf der kanonischen
Subbasis von [ [ C;, d.h. fiir die Elemente der Form

Uj XHCZQHCZ

icl
157

Das entsprechende Urbild unter f~1, d.h. das Bild unter f, ergibt sich als

Uj U U Cj.
iel
17£]
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Es sind nun aber die C; nach Theorem 17.4 offen, und da U; < C; < X jeweils offen
sind, ist auch U; < X offen.

Dieser Beweis funktioniert natiirlich fiir eine beliebige Partition eines beliebigen Raum-
es in offene Mengen. O

Beweis von Theorem 17.4. Sei C' € X eine Wegkomponente von X, und z € C. Da
X lokal wegzusammenhéngend ist, hat x eine wegzusammenhéngende Umgebung V.
Dann folgt V < C, weil C die grofite wegzusammenhéngende Umgebung von z ist,
also enthélt C eine Umgebung von x, d.h. C' ist Umgebung aller inneren Punkte, und
somit ist C offen in X. O

Satz 17.6. Sei p: E — X eine Uberlagerung und X lokal wegzusammenhigend
sowie wegzusammenhéngend.

1) Dann ist E lokal wegzusammenhéngend.

2) Sei C € E eine Wegekomponenten. Dann ist auch

p|c: C - X.

eine Uberlagerung.

Miindliche Anmerkung 17.7. Wir konnen die Implikation 1) nicht durch
Wegzusammenhang von E' ersetzen, dazu betrachte als Gegenbeispiel eine tri-
viale Uberlagerung St x F — S! fiir F' # {*}.

Beweis. 1) Sei e€ E und e € U eine Umgebung. Sei U’ € F offen, e € U’, so dass

p|U/: U/ — p(U/).

ein Hom6omorphismus ist und p(U’) € X offen (das existiert, weil p ein lokaler
Homéomorphismus ist). Sei U” := U n U’. Dann ist p(U”) eine Umgebung
von p(e) € X. Da X lokal wegzusammenhingend existiert eine Umgebung V'
von p(e) mit V/ < p(U”), und da p|y- ein lokaler Homdomorphismus, ist V :=

p~1 (V') eine wegzusammenhingende Umgebung von e.

E ist nach 1) lokal wegzusammenhingend. Dann ist aber bereits C' € E offen
nach Theorem 17.4.

Sei x € X beliebig, dap: E — X eine Uberlagerung ist, existiert eine Umgebung
U von z, iiber der p trivial ist. Da X lokal wegzusammenhéngend finden wir
eine Umgebung V' < U von z, sodass V wegzusammenhéngend. Es kommutiert
dann auch

P~ ——— Vxpl(z)

\/

weil das Ganze schon iiber U galt. Da V wegzusammenhéngend und C eine
Wegekomponente ist, liegt u=1(V x {e}) fiir jedes e € p~!(z) entweder ganz in
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Abbildung 33: Beweisskizze zu Theorem 17.6

C oder ganz in E\C. Also ist

Pty = |J  wVx{e)) =NV xplct (@),

eep~1(z)nC

und somit ergibt sich das Diagramm:

plct (V) ———=%—— V xplc'(2)
\ /

Es bleibt noch zu zeigen, dass p|¢ auch tatséchlich surjektiv ist. Es ist C # ¢,
weil es sich um eine Wegekomponente handelt. Sei ¢ € C und x € X, wir wollen
ein Urbild von z finden. Sei w ein Weg von p(c) nach z, dieser existiert, weil X
wegzusammenhéngend ist. Sei w: I — E ein Lift von w mit Anfangspunkt c.
Dann ist w(t) € C fiir alle ¢, weil C' eine Wegekomponente ist, und somit

ple(w(1)) = =.
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und somit ist p|c surjektiv.

Satz 17.8 (Allgemeiner Liftungssatz). Sei p: E — X eine Uberlagerung, zo € X,
eo € p~1(xp). Sei Y wegzusammenhiingend und lokal wegzusammenhiingend. Sei
yo €Y und f: (Y,yo) — (X, z0) eine punktierte Abbildung.

Dann sind dquivalent:
1) Es gibt eine Hebung f:Y > E mit f(yo) = eg
2) Esist fu(m1(Y,90)) € px(m1(E, €0))

Ist eine der Bedingungen erfiillt, so ist f eindeutig.

Beweis. '1) = 2)’ Sei f: (Y,y0) — (E,ep) eine Hebung, also p o f = f. Wegen
Funktorialitdt von m; ergibt sich dann
fe=(po f)* =DPx© f*i m1(Y,90) — m1(X, 20)-
Also ist ~
fe(m(Y,90)) = (px © fi) (M1 (Y, 90)) < pa(m1(E, €0)).

O Vorlesung 17
Di 22 Jun 2021

Lemma 17.9. Betrachte die gleiche Situation wie im vorherigem Satz. Seien w,
w’ zwei Wege in Y mit Anfangspunkt yg und gleichem Endpunkt. Dann ist

L(fow,ep)(1) = L(fow',eq)(1).

Beweis. Die Verkniipfung w * w’ ist eine Schleife an 3. Dann ist f o (w * w’) eine
Schleife an zg und

[f o (w*w)] € fu(m(Y,90)) S ps(m1(E, e0)).

Sei 0 eine Schleife in E an eg, so dass pow homotop ist zu fo(w*w’) = (fow)*(fow’)
relativ Endpunkten.

Also ist auch relativ Endpunkten:
(pow)* (fow) ~ (fow)*(foﬂ)*(fow') ~ fow.
Nun ist
(pow)*(fow')=po(w*L(fxuwep)).
und
fow=poL(fow,e).

Nach dem Homotopieliftungssatz ist somit @ * L(f o w’,ey) homotop (in E) zu
L(f o w,ep) relativ Endpunkten. Insbesondere haben die beiden Wege den gleichen
Endpunkt. Also

L(f 0w, e0)(1) = @ * L(f o/, e0)(1) = L(f o ', ep).
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O

Fortsetzung des Beweises von Theorem 17.8. Nun konstruieren wir uns die Hebung
von Y nach E. Definiere f punktweise, indem wir fiir y € Y einen Weg w von yg nach
y withlen (denn Y ist nach Voraussetzung wegzusammenhiingend), und dann

Fly) = L(f 0w, e0)(1).

setzen. Als erstes miissen wir priifen, dass diese Definition wohldefiniert ist, d.h. f (y)
ist unabhéngig von der Wahl von y. Das haben wir aber gerade genau in Lemma 17.9
gesehen.

Wir priifen, dass f eine Hebung ist, dazu ist

p(f(y)) = PL(f 0w, e0)(1))
= p(L(f 0w, €0))(1)
= (fow)(1)
= flw(1) = f(y)

Es bleibt zu zeigen, dass f stetig ist.

Behauptung 20. Fiir jedes y € Y und jede Umgebung V' von f(y) existiert eine
Umgebung W von y mit f(W) €V, d.h. f ist stetig.

Unterbeweis. Sei U < X eine offene Teilmenge von X, die f(y) enthilt, und iiber
der p trivial ist. Sei u: p~Y(U) — U x p~'(f(y)) ein Homdomorphismus iiber p,

und setze dann V' = V nu YU x {f(y)}) Es ist dann ply/: V! — p(V’) eine

Homéomorphismus mit p(V’), einer Umgebung von f(y).

Jetzt erhalten wir mit f~!(p(V’)) eine Umgebung von y. Da Y lokal wegzusam-
menhiingend ist, finden wir eine wegzusammenhingende Umgebung W < f=1(p(V")).
Esverbleibt zu zeigen: |

Behauptung 21. f(W) < V7, also insbesondere f(y') € V.

Unterbeweis. Sei y' € W und w ein Weg von yo nach y in Y und w’ ein Weg von y
nach ¢’ in W. Dann ist w * w’ ein Weg von gy nach 3. Es ist

F(y') = L(f o (wx w'), e0)(1)
= L(f ow,eq) x L(f ow', L(f o w, e0)(1))(1)
—_—

=f(y)

Sehen wir uns den Weg L(f o w’, f(y)) genauer ein, so wissen wir - weil p|y+ ein
Homdéomorphismus ist - , dass

L(fouw', f(y)) = plyr o fow'.

und hat somit Bild in V’. Insbesondere liegt auch der Endpunkte disees Weges, also

f), in V. ]
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Es bleibt, die Eindeutigkeit von f zu zeigen. Ist g eine weitere Hebung von f, so ist
glw eine Hebung von f o w, also ist zwingendermafien

9(y) = g(w(1)) = L(f o w,e)(1) = f(y).
nach Eindeutigkeit der Weghebung, also f = g punktweise, und somit iiberall.

USRS

w
L P

NG VR N

Satz 17.10. Sei n > 2. Dann ist jede stetige Abbildung f: S® — S' homotop
zu einer konstanten Abbildung.

Beweis. Dan > 2 ist, ist m1(S™, 2¢) = {*} trivial, also insbesonder eine Untergruppe
von exp, (71 (R, 0)), also existiert nach dem Allgemeiner Liftungssatz ein Lift f: S™ —
R, sodass also kommutiert:
R
A l
L exp .
. e

Sn —

AN Y

Da R zusammenziehbar (d.h. homotopieiiquivalent zu *, ist f nullhomotop (d.h. ho-
motop zu einer konstanten Abbildung).

Sei H eine Nullhomotopie, dann ist exp oH eine Nullhomotopie von f. O

Beispiel 17.11 (’Gegenbeispiel’ zum Allgemeiner Liftungssatz). Die Forderung,
dass Y lokal wegzusammenhéingend ist, ist erforderlich. Wir betrachten hierzu
wieder die Sinuskurive des Topologen, deren Wegzusammenhangskomponenten
wir verbunden haben, und betrachten analog zur Uberlagerung exp: R — S*
eine, indem wir jedes Intervall [a,a + 1] von R durch die Sinuskurve, und den
Kreis durch vorherigen Raum ersetzen.

Begl YISy

Setzen wir also X = Y und f = id, so gibt es keinen Lift, wir kénnen diesen
zwar mengentheoretisch konstruieren, allerdings wird dieser nicht stetig sein.
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Definition 17.12 (Charakteristische Untergruppe). Sei p: E — X eine Uberlagerung
und sei xg € X, g € p~ (). Dann heifit py (71 (E, €0)) S m1(X, 7o) die charak-
teristische Untergruppe.

Miindliche Anmerkung 17.13. Wir haben im Allgemeiner Liftungssatz be-
reits gesehen, dass diese Gruppe sehr wichtig ist.

Satz 17.14. Sei X wegzusammenhingend und lokal wegzusammenhéngend und
betrachte zwei Uberlagerungen p: E — X, p': E' — X, sodass E,E’ zusam-
menhéngend. Sei 2o € X mit Urbildern eg € p~!(z¢), ef € p'~1(x0). Dann sind
dquivalent:

1) Es existiert ein Homéomorphismus der Uberlegerungen, d.h. ein f: E — E’
mit f(eg) = e, sodass folgendes kommutiert:

E—f F

N

2) Die charakterischen Untergruppen stimmen iiberein, d.h.

P«(m1(E, €0)) = p(m1(E', €p)).

Warnung. Die Bedingung 2) erfordert wirklich, dass py(m1(E,eq)), ph(m1(E’, €ef))
als Untergruppen von 71 (X, zg) gleich sind, nicht nur isomorph.

Vergleiche hierzu auch Beispiel 17.20.

Miindliche Anmerkung 17.15. Man konnte auch sagen, dass 1) = 2) Teil
des allgemeinen Hebungssatzes ist, aber wir machen das trotzdem nochmal.

Beweis von Theorem 17.14. Es ist

p*(ﬂ'1(E,€())) = (pik © f*)(ﬂ—l(Eﬂ 60)) < p'*(m(E/,eg)).

Analoges gilt mit f~1, d.h. pl (m1(E’, €})) S px(m1(E, eo)) und offensichtlich sind die
Abbildungen invers zueinander.

Fiir die andere Richtung beobachten wir zunéichst, dass E ebenfalls lokal wegzusam-
menhéngend ist (nach Theorem 17.6).

Nach dem Allgemeiner Liftungssatz finden wir also eine Abbildunge f: E — E’ mit
fleo) = ep) und p’ o f = p. Analog existiert ein g: B/ — FE mit g(ep) = eg und
pog =p'. Esist aber

po(gof)=(pog)of=pof=np.
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E E

Abbildung 34: Skizze zu Theorem 17.14

und fof(ep) = gley) = eo, also folgt aus der Eindeutigkeit der Hebung, dass go f = id.
Da idg aber auch eine Hebung von p: E — X ist, folgt bereits go f = idg, und analog
fog=idg. Also sind f, f/ Homdomorphismen. O

Satz 17.16. Sei p: F — X eine Uberlagerung mit 29 € X, g, ) € p~*(2¢) sowie
w: I — E ein Weg von e nach ef. Dann ist

Px(m1(E, €)) = [p o w] * px(m1(E, €)) * [p o w].

Bemerkung* 17.17. Die Aussage des Satzes ist so zu verstehen, dass die bei-
den Gruppen py(m1(F, e0)) und py (71 (E, ef)) als Untergruppen von (X, o)
zueinander konjugiert sind mittels des Isomorphismus

o | Px(m(Ere0)) — pu(m(E,ep))
' [v] — [pow]x[v]x[pow]

Insbesondere sind sie also isomorph.

Korollar 17.18. Ist p: E — X eine Uberlagerung mit F wegzusammenhiingend,
so hingt py(m1(F, ep)) nur bis auf Konjugation von der Wahl von eq ab.

Beweis vom Satz. Wir wissen, dass die Abbildung

m(E,e;) — m(E,ep)
0] — [wevsT]

ein Isomorphismus ist. Im Wesentlichen wenden wir nun einfach m (bzw. py) auf
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diesen an, hierzu ist:

p[wxvxw] = [po (wxv~w)]
=[(pow)*(pov)x(pow)]

Schleife Schleife
in xg in xg

= [pow]x[pov]*[pow]

beachte, dass nun die » in der letzten Zeile die Verkniipfung in der Fundamentalgruppe
7m1(X, zp) bezeichnet.

Px(m1(E, €0)) = [pow] » ps(m1(E, €g)) * [p o w].

Satz 17.19. Sei p: E — X eine Uberlagerung, zo € X, ey € p~1(X). Dann ist
die Abbildung
px: m(E, e0) = m1 (X, x0).

injektiv.

Beweis. Fiir Injektivitit geniigt es (nach bekannter Gruppentheorie) zu zeigen, dass
der Kern trivial ist.

Sei [w] € m(E,ep). Angenommen, [pow] = 1 = [cg,] € m1(X,20). Sei H eine
Homotopie von p o w nach c¢g,. Es ist p o ce, = cg,, also ¢, ein Lift von c;, mit
gleichem Anfangspunkt wie w.

Nach dem Homotopieliftungssatz gibt es eine Homotopie von w nach c., relativ End-
punkten, diese Homotopie zeigt uns also genau, dass

[w] = [Ceo] =1le 7T1(E,60).

und somit ist ker p, trivial. O

Beispiel 17.20 (Zusammenhingende Uberlagerungen der S*). Wir wollen die
zusammenhiingenden Uberlagerungen der S' bestimmen, hierzu machen wir uns
zu Nutze, dass S' wegzusammenhingend und lokal wegzusammenhingend ist,
sodass wir Theorem 17.14 anwenden konnen.

Wir erhalten also, dass zwei solche Uberlagerungen E — S genau dann homdomorph
(iiber S1) sind, wenn die zugehorigen charakteristischen Untergruppen (an Punk-
ten aus der Faser von 1 € S!) identisch sind. Diese sind aber stets Untergruppen
von 71 (S, 1) = Z, also klassifizieren wir diese:

Die Untergruppen von Z sind genau {0} (die triviale Gruppe) sowie die Gruppen
nZ fiir n = 1. Wir erhalten in der Tat

e Fiir {0} die Uberlagerung exp: R — S, hier hat R die charakteristische
Untergruppe py(m1(R,0)) = {0}.
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e Fiir nZ die Uberlagerung

st — gt
: k

0

z > oz
Diese induziert den Gruppenhomomorphismus

ﬂl(sl,l)ZZ -— 7'('1(81,1):2

1 — n

und hat somit charakteristische Untergruppe nZ < Z.

Man beachte, dass all diese charakteristischen Untergruppen fiir verschie-
dene n zueinander isomorph sind, nicht jedoch gleich, weswegen uns Theo-
rem 17.14 auch nicht sagt, dass sie hom&omorph sind.

Als Beispiel fiillt einem noch die Uberlagerung

st — st
: -k

0"

z _— Z

ein, die Z — Z mit 1 — —n induziert, also keinen der vorherigen Morphismen.
Die charakteristische Fundamentalgruppe ist aber ebenfalls nZ, also muss diese

Uberlagerung nach Theorem 17.14 homdomorph zu ()* sein. In der Tat ist auch
st — st
z > Z

ein solcher Homéomorphismus S* =5 S der Uberlagerungen, denn es kommu-
tiert:

N S

gl _22Z gl
k >z
Sl

18 Die universelle Uberlagerung

Im Folgenden Kapitel widmen wir uns dem Ziel fiir ’schone’ Réume ein universelle
Uberlagerung, d.h. eine mit F einfach zusammenhéngend, zu konstruieren, um die
Anwendung von Theorem 16.4 zu ermdglichen.

Definition 18.1 (Semilokal einfachzusammenhéngend). Ein Raum X heifit se-
milokal einfachzusammenhingend, wenn X lokal wegzusammenhéngend ist
und es fiir jeden Punkt x € X eine wegzusammenhéngende Umgebung U von x
gibt, so dass die Abbildung

te: (U, x) = m (X, x).

trivial ist, wobei ¢: U — X die kanonische Einbettung ist.
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Bemerkung 18.2. Es geniigt fiir die Definition, m (U, z) = 0 oder 71 (X,z) =0
zu haben, aber das ist nicht gefordert.

Beispiel 18.3. Intuitiv schliefit obige Definition aus, dass es an z immer kleinere
Schleifen gibt. Ist das ndmlich nicht der Fall, so gibt es in einer Umgebung keine,
weswegen obige Abbildung trivial ist. Zwar konnte es in der Umgebung Schleifen
in U geben, die nicht trivial sind, diese sind aber in X nullhomotop.

Der Hawaiianische Ohrring ist ein typisches Beispiel fiir einen nicht semilokal
einfachzusammenhéngenden Raum, weil er genau obige Intuition verletzt.

Abbildung 35: Hawaiianischer Ohrring

Definition 18.4 (Universelle Uberlgugerung). Sei X wegzusammenhéngend und
lokal wegzusammenhéingend. Eine Uberlagerung p: £ — X heifit universell,
falls E einfachzusammenhéngend ist.

Beispiel 18.5. Die Uberlagerung R =5 S ist eine universelle Uberlagerung,
denn R ist einfach zusammenh#ngend.

Satz 18.6. Sei X lokal wegzusammenhingend und zusammenhéngend. Dann
sind Adquivalent:

1) X ist semilokal einfachzusammenhéngend.
2) X hat eine universelle Uberlagerung

3) Fiir jeden Basispunkt zp € X und jede Untergruppe H < m1(X,zo)
existiert eine wegzusammenhéngende Uberlagerung p: £ — X mit eg €
p~1(x0), so dass ps(m1(E,e0)) = H.

Beweis. ’3) == 2)’ ist einfach ein Spezialfall, indem wir H = {0} als die triviale
Untergruppe wihlen, denn dann ist p. (71 (E,eq)) = {0}, und wir wissen bereits nach
Theorem 16.4 dass py injektiv ist, also ist bereits w1 (F,ep) = {0}, und somit ist F
einfach zusammenhéngend.
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'2) = 1)" Sei p: E — X eine universelle Uberlagerung, d.h. E ist einfach zusam-
menhéngend.

Sei z € X und wihle e € p~!(z) sowie eine offene Umgebung V von e, sodass
plv: V — p(V) ein Homdomorphismus ist und p(V) < X offen. Wihle eine weg-
zusammenhéngende Umgebung von x. Die Inklusion U — X faktorisiert nun als

-1
UspV)Ny o g2 x
Also erhalten wir mit 7y, dass auch

7T1(U7$) — 7T1(E,€) & 7T1(X,.13) .
=0

L

kommutiert, was sicherlich die triviale Abbildung ist, da wir iiber die triviale Gruppe

faktorisieren. [ Vorlesung 18
Do 24 Jun 2021

Um die verbleibende Richtung 1) == 3) zeigen zu kénnen, miissen wir uns im

Folgenden recht viel erarbeiten. In allen nachfolgenden Sétzen des Kapitels gehen wir

davon aus, dass wir uns in der Situation von Theorem 18.6 befinden, und dass im

Laufe des Kapitels eingefiihrte Konstruktionen vorhanden sind.

Definition 18.7. Sei H < m1(X,x0) eine Untergruppe. Zwei Wege w,w’ in X
mit w(0) = w'(0) = x¢ heiflen H-dquivalent, falls w(1) = w'(1) und [w *w'] €
H.

Miindliche Anmerkung 18.8. Das ist keine gidngige Notation, und dient ein-
fach nur, den Beweis besser aufschreiben zu kénnen.

Lemma 18.9. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf

{fw: T - X | w(0) =xz0}.

Notation 18.10. Wir notieren [w] fiir die korrespondierenden Aquivalenzklassen.

Beweis von Lemma 18.9. Reflexivitét Klar, denn fiir w beliebig ist [w*W] = [cy, ] €
H das neutrale Element.

Symmetrie Ist v ~y w, also [w 7] € H, so ist

[v*W] = [wxv] = [w*v] ' e H.

weil H unter Inversen abgeschlossen ist.
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Transitivitit Ist w ~g5 w’ und w’' ~ Hw”, so ergibt sich
[w*w"] = [w*w *w *w"].
eH €eH

aber H ist unter Komposition abgeschlossen.

Nun kénnen wir unseren Uberlagerungsraum - als Menge - bereits durch

_A{w: I - X 0) = .
E(H) = fw | w(0) xO}/H-Aquivalenz'

definieren, zusammen mit der Projektion

Bemerkung* 18.11. Man beachte, dass die Projektion wohldefiniert ist, weil
nach Definition 18.7 zwei H-dquivalente Wege insbesondere den gleichen End-
punkt besitzen.

Beispiel 18.12. Ist H = {*} trivial, so sind w und w’ H-iquivalent genau dann,
wenn w(l) = w'(1) und w ~ w' relativ Endpunkten.

Ist H = m (X, zg), so sind w und w’ H-quivalent genau dann, wenn w(l) =
w'(1).

Unser nichstes Ziel ist es, den (zukiinftigen) Uberlagerungsraum FE(H) mit einer
Topologie zu versehen. Dazu bedarf es einiger Vorbereitungen iiber die Topologie auf
X selbst.

Lemma 18.13. Sei X semilokal einfachzusammenhéngend, dann ist
B :={U < X offen | U ist wegzusammenhiingend, 71 (U) — m1(X) ist trivial} .

eine Basis der Topologie auf X.

Beweis. Sei V € X offen, x € V. Es ist zu zeigen, dass esein U e Bmit c e U € V
gibt.

Weil X semilokal einfachzusammenhéngend ist, gibt es eine Umgebung U’ von =z
mit U’ wegzusammenhéngend und 71 (U’,z) — (X, ) trivial sowie U' < V. Da
U’ Umgebung ist, existiert ein U” < X offen mit x € U” < U’, und weil X lokal
wegzusammenhingend und U” offen ist auch U” lokal wegzusammenhiingend. Die
Wegekomponenten von U” sind nun offen in U” (nach Theorem 17.4) und damit auch
in X.

18 DIE UNIVERSELLE UBERLAGERUNG 144



Vorlesung 18: Existenzsatz fiir universelle Uberlagerungen

Sei U die Wegekomponente von U”, die z enthélt. Dann ist U € X offen, wegzusam-
menhéngend, x e U, U c U”" < U’ <V, und

m(Uz) = m(U'2) 25 m (X, ).
ist somit auch die triviale Abbildung. Also ist U ein Basiselement mit e U < V. [

Wir wollen unsere Uberlagerung letztendlich so bauen, dass p auf den ebigen Basisele-
menten der Topologie auf X trivial ist. Wir benotigen also fiir ein solches Basiselement
U € B mit x € U eine offene Umgebung um jedes Urbild in p~1(x), das homdomorph
ist zu U, dann liegt folgende Definition nahe:

Lemma und Definition 18.14. Sei U € B ein Basiselement, und sei w: I — X
ein Weg mit w(1) € U (d.h. insbesondere p([w]g) € U), so definiere

B([w]g,U) ={[vlue E(H) |v=wx*u,u: I - U}.

Beweis der Wohldefiniertheit. Die Definition hidngt nur von [w]g ab, nicht von der
Wahl des Vetreters. Ist ndmlich w ~g w’, so auch w * u ~p w' * u wegen

wrxuxuxw ~wxw = [(wru)rw *u] =[wrw']e H.

Bemerkung* 18.15. Intuitiv haben wir also fiir jedes U und ein Urbild unter
p eines Punktes aus U, d.h. fiir [w]y, die Menge der Wege definiert, die 'nicht
weit Weg von w’ sind, d.h. die sich nur um einen Weg in U unterscheiden.

Das néchste Lemma zeigt, dass sich die so definierte Umgebung nicht dndert,
wenn wir w nur ’ein bisschen’, d.h. mit einem Weg in U, &ndern:

Lemma 18.16. Sei [v]g € B([w]g,U). Dann ist

B([v]a, U) = B([w]a, V).

Beweis. ’2’. Wir koénnen fiir [v] einen Repriisentanten der Form w * u fiir u: I — U
wihlen, durch ersetzen von v durch diesen Représentanten éndert sich die Aussage
nicht, also sei OBdA v = w x u fiir ein u: I — U.

Sei [0]g € B([w]y,U) mit © = w @ mit @: I — U beliebig.

Dann ist
D=wrt~wruruxt=v*( uxd, ).
——
Weg in U

Also [ﬁ]H = [1}* (ﬂ*ﬂ)]H € B([’U]H,U)

Insbesondere ist somit [w]g € B([v]u, U). Die Inklusion 'S’ folgt also analog. O
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Proposition und Definition 18.17. Die Mengen B([w]g,U) definieren eine
Basis einer Topologie auf E(H).

Beweis. Nach Theorem 6.7 miissen wir nur zeigen, dass der Schnitt zweier solcher
Mengen wieder Vereinigung solcher ist, bzw. dass wir um jeden Punkt im Schnitt eine
solche Umgebung im Schnitt finden.

Seien also B([w]g,U) und B([w']g,U’) zwei solche offenen Mengen, und wihle
[v]a € B([w]w, U) 0 B([w']m, U’)
beliebig. Nach Lemma 18.16 sind also die entsprechenden Mengen gleich:
B([w]m,U) = B([v]w,U),  B([w']u,U') = B([v]u, V).
Sei U" < U nU', U" € Bmit v(1) € U”. Dann ist

B([v]u, U") < B([v]u,U) n B([v]u,U’)
= B([w]H’U) N B([wl]H’U/)

Die Inklusion ergibt sich dabei unmittelbar aus Lemma und Definition 18.14, weil
U” < U,U’. Offensichtlich ist auch [v]g noch in dieser Umgebung enthalten. O

Wir statten E(H) nun mit dieser Topologie aus.
Korollar 18.18. Mit dieser Topologie ist die Abbildung p: E(H) — X stetig.

Beweis. Wir priifen die Stetigkeit auf der Basis B.
Es ist zu zeigen, dass fiir U € B auch p~1(U) < E(H) offen ist. Es ist
p ' U) = {[wln e EH) [w(l)eU} =[]  B([w]u,U).

[w]a,w(1)eU

Lemma 18.19. Sei U € B und w: I — X mit w(1) € U, also [w]y € E(H).

PlB(w]n,v): B([wla, U) — U.

ein Homoomorphismus.

Beweis. Surjektivitiat . Sei x € U. Weil U wegzusammenhéngend gibt es einen Weg
w: I — U mit u(0) = w(1) und u(1) = z. Dann ist [w * u]g € B([w]g,U) und
p(lw*ulm) = (wxu)(1) = u(l) = z.

Injektivitit Seien [v]g, [0]g € B([w]y,U) mit gleichem Bild unter p, d.h. v(1) =

o(1).

Wir kénnen annehmen, dass v = w x u und ¥ = w * 4. Dann ist

[vxD] =[wx wuxa *w.
—_——
Schleife in U
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Weil 1 (U) — m1(X) trivial, ist diese Schleife in U also in X nullhomotop, und
somit

[vx 0] = [w*w] = [ca, ]
also [v* 9] = 0 € H, also wie gewiinscht [v]y = [0]y-
Insbesondere ist p offen, da Basiselemente auf Basiselemente gehen (und Abbildungen
mit Vereinigungen vertauschen). Da p auch stetig ist und B([w]g, U) offen, ist auch
Pl v)-

offen und stetig, und somit ein Homéomorphismus. O

Proposition 18.20. p ist eine Uberlagerung.

Beweis. Sei x € X, wihle ein Basiselement U € B mit z € U.
Behauptung 22. Es ist

)= || B(wla.U).

[wlmep= ()

Unterbeweis. Die Richtung "2’ ist klar.

Fiir ' <’ sei [v]g € p~!(U) beliebig. Nach Lemma 18.19 ist p|g((),,,0): B([v]a, U) —
U ein Hom6omorphismus, also insbesondere surjektiv und wir finden [w]g € B([v]g,U)
mit p(fw]m) = .

Nach Lemma 18.16 ist nun B([v]g,U) = B([w]x,U), also

[v]m € B([w]m,U).

Die Vereinigung ist auch disjunkt: Angenommen, [v]g € B([w]x, U)nB([w'] g, U) mit
[w]g, [w']g € p~(z), dh. w(l) = w'(1) = 2. Dann erhalten wir nach Lemma 18.16,
dass

B([w]Hv U) = B([U]Hv U) = B([wl]HvU)

und nach Lemma 18.19 ist p| p([w],,v) injektiv, also [w]y = [w']z, denn beide werden
auf w(1l) = w'(1) = x abgebildet. [ |

Also kénnen wir unseren gewiinschten Hom6éomorphismus durch

p ' U)= U  B(wly,U) — Uxp '(z)
o [w] yep (z)
[v]lg € B([w]y,U) — (vl [wlg)

definieren. Dass es sich um einen Hom6omorphismus handelt, ergibt sich unmittelbar
aus Lemma 18.19. Zudem ist ¢ klarerweise eine Abbildung iiber U, und die Phaser
p~1(x) kann mit der diskreten Topologie versehen werden, weil auf der linken Seite
alle Vereinigungsmengen offen sind und jede dieser genau zu einem Punkt der Faser
korrespondiert.

Also ist p eine Uberlagerung. O
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Es bleibt final zu zeigen, dass unsere Uberlagerung charakteristische Untergruppe H
hat. Dazu benétigen wir noch eine Vorbereitung iiber die Wege in E(H).

Lemma 18.21. Sei w: I — X ein Weg mit w(0) = (. Dann ist

w : PN [U)t]H

mit w(s) = w(ts) eine Hebung von w mit Anfangspunkt e = [¢z,]m-

Bemerkung* 18.22. Der Weg w; ist einfach derjenige Weg, der nur das An-
fangsstiick von w durchlduft, das man normalerweise im Intervall [0, t] zuriicklegt.
Da E(H) aus Wegen besteht, ist ein Weg in F(H) demnach ein Weg von Wegen.

Was ldge also niher, als einen Weg aus X im Zeitverlauf stiickweise mehr ent-
langzulaufen, um ihn nach F(H) zu heben?

Beweis von Lemma 18.21. Stetigkeit von w: Wir iiberpriifen dies fiir Basiselemen-
te um Bildpunkte von w, d.h. es sei t € [0, 1] beliebig, wihle dann U € B mit
w(t) e U.

Dann ist B([w:]m,U) eine offene Umgebung von [w¢]g. Es geniigt zu zeigen,
dass w1 (B([w¢]m,U)) < I offen ist.

Da w stetig ist, ist w1 (U) < I offen, also gibt es 0 < a <t < b < 1 mit
w((a,b)) € U.

Behauptung 23. Es ist w((a,b)) € B([wi]m,U).
Unterbeweis. Sei s € (a,b). Falls s > ¢ ist, so ist ws, ~ w; * wy,s wobel wy 4(r) =
w(t + (s —¢)r) und damit wy s([0,1]) = w([t, s]) € w((a,b)) € U.

Also ist [ws]m € B([wi]m,U). Analoges gilt fiir s < ¢ mit w, >~ wy * Wy 4. [ ]

Also ist w stetig. Nun ist

o w(0) = [wolu = [cao]u = €0

o p(w(t)) = wi(l) = wit
Also hebt w den Weg w. O
Fortsetzung des Beweises von Theorem 18.6. Es fehlt noch die Richtung 1) = 3).
Wir haben bereits gezeigt, dass p: E(H) — X eine Uberlagerung ist, es verbleibt

zu zeigen, dass sie wegzusammenhéngend ist und charakteristische Untergruppe H
besitzt.

Wir definieren der Einfachheit halber eg := [wo] € p~!(z¢) € E(H) als kanonisches
Element aus der Faser von z.
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1. Schritt: EF(H) ist wegzusammenhéngend. Sei [w]y € E(H) beliebig. Nach Lem-

ma 18.21 ist
| I — EH)

w PN [U)t]H

eine Hebung von w. Es ist w(0) = [wo] = [¢z,] = €0, W(1) = [w1]g = [w]m, also ist
W ein Weg von e nach [w]g, also ist E(H) wegzusammenhéngend, denn wir kénnen
von iiberall nach ey laufen.

2. Schritt Es ist py(m1(E(H),e0)) = H.
Nach dem Wegehebungssatz und dem Homotopiehebungssatz gilt:

Viw] € m (X, z0): [w] € px(m1(E(H),e9)) <= w ist eine Schleife an eg.

W ist gegeben durch w(t) = [w¢]p. Alsoist w(1) = [w]g. Es ist zudem [w]g = [¢z,] =
eo genau dann wenn [w] € H, d.h. @ ist eine Schleife an ey genau dann, wenn [w] € H.
Also folgt zusammen

Px(m1(E(H),e0)) = H.

wie gewiinscht. O

19 Decktransformationen

Lemma und Definition 19.1 (Decktransformation). Sei p: E — X eine Uberlagerung.
Eine Decktransformation von p ist ein Homéomorphismus

E—L L E

2

iiber X. Wir bezeichnen mit A(p) die Menge der Decktransformationen, und
diese bilden eine Gruppe.

Beweis. Sind f,g € A(p) ist (pog)o f =po f = p, und somit g o f € A(p). Fiir
f e A(p) ist auch f=1 e A(p). B Vorlesung 19
Di 29 Jun 2021

Beispiel 19.2. 1) Betrachte wieder die Uberlagerung exp: R — S?.
Behauptung. A(exp) = {T}, | n € Z} mit T,,(z) = x + n.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass es sich iiberhaupt um Decktransforma-
tionen handelt. Offensichtlich sind das Automorphismen von R, wir miissen
noch zeigen, dass diese iiber S! sind, es ist hierzu

exp(T,(x)) = exp(z +n) = exp(x).

Sei nun f € A(exp) eine beliebige Decktransformation. Dann ist f(0) € Z
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weil exp~!(1) € Z und f ein Morphismus iiber S! ist. Betrachte nun

R — R
Pile @) (z+ £(0)

Dann ist

exp(f (z)—(z+f(0)) = exp(f(x))-exp(z) " -exp(f(0)) " = exp(z) exp(z) ™"
Also ist p(R) € Z, also konstant weil Z die diskrete Topologie trigt. Mit
£(0) — (0 + f(0)) = 0 sehen wir ¢ = 0.

f@)=x+10) = f=To.

also haben wir tatsichlich alle solchen Uberlagerungen gefunden. O
2) Betrachte fiir n > 2 die Uberlagerung p: S™ — RP™.

Behauptung. Dann ist A(p) = {idgn, ¢}, wobei ¢ die Antipodalabbildung
sein sollte.

Beweis. Es ist klar, dass die beiden vorgegebenen Abbildungen Decktrans-
formationen sind.

Ist f € A(p), so ist bereits f(x) = sgn(x) - x, wobei
sgn: S" — {-1,1}.

stetig ist. Die Abbildung sgn ist also konstant, und es folgt f = idgn fiir
sgn =1, und f = ¢ fiir sgn = —1. O

Also ist A(p) = Z/2Z, denn es gibt nur eine Gruppe mit 2 Elementen.

Notation 19.3. Ist H eine Untergruppe von G, so schreiben wir H < G, nicht
wie ansonsten iiblich H < G.

Definition 19.4 (Normalisator). Sei H < G eine Untergruppe. Der Normali-
sator von H in G ist definiert durch

NgH = {geG|gHg_1=H}.

Diest ist eine Untergruppe von G.

Bemerkung* 19.5. Der Begriff Normalisator kommt daher, dass es sich bei
NgH um die grofite Untergruppe von G handelt, in der H noch normal ist. Ist
H ein Normalteiler von G, so ergibt sich NgH = G. Auflerdem erkennt man so,
dass auch H < NgH.
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Bemerkung 19.6. Die Bedingung ¢Hg~' = H sagt nicht notwendigerweise

aus, dass ghg~! = h fiir h € H, nur dass die beiden entstehenden Mengen gleich
sind.

Bemerkung 19.7. Per Definition ist H normal in NgH. Also ist H\NGH (die
Menge der Linksnebenklassen) wieder eine Gruppe mittels

(Hg)(Hg') = H(gg').

Miindliche Anmerkung 19.8. Es gibt erstmal keinen Grund, warum wir die
Linksnebenklassen verwenden, fiir die Rechtsnebenklassen gilt Obiges auch. Wir
werden aber spiter im Zusammenhang mit Gruppentheorie sehen, dass es aus
Konsistenzgriinden besser ist, jetzt schon mit Linksnebenklassen zu arbeiten,
damit wir spéater nicht zwischen den beiden Konzepten wechseln miissen.

Erinnerung Ist p: E — X eine Uberlagerung mit X zusammenhingend und lokal
wegzusammenhingend, xo € X und eg € p~!(zg) sowie H := py(m(E,eg)) die cha-
rakteristischen Untergruppe. Dann ist

o E — {Wegwin X |w(0) = zo} /H-Aquivalenz
e — [pouly

eine Bijektion, wobei v ein Weg von eg nach e sei. Nach Theorem 17.14 ist ndmlich

der Isomorphismus

€ — [Cp(eo)]H

durch Wegeliftung bestimmt. [p o v], ist nun aber per Definition der Endpunkt der
Liftung von powv mit Startpunkt [cp(EO)] 5 also genau das Bild von e unter dem bereits
bekannten Isomorphismus.

Insbesondere erhalten wir auch eine Bijektion

p(p~ (o)) = (X, xo)/H-AquivalenZ'

Satz 19.9. Seien E, X, p, xo, €0, H wie oben.
1) Fiir f e A(p) ist
©(f(eo)) € H\Nm(Xwo)H_
2) Die Abbildung

Ap) — pNImexant
o= e(fleo)

ist ein Gruppenisomorphismus.

(I
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Korollar 19.10. Ist p die universelle Uberlagerung von X, so ist

A(p) = m1(X, 20).

Beweis. Tst p die universelle Uberlagerung, so ist H = py(m1(F, e)) = {1} die triviale

Untergruppe, d.h. Ny, (x z0)H = m1(X, 20). O
Beweis von Theorem 19.9. 1) Esist f eine Hebung von p, denn es kommutiert ja
E
f lp
E— X

Nach dem Allgemeiner Liftungssatz ergibt sich nun
H = ps«(m(E,€)) < px(m1(E, f(eo))-
Sei v ein Weg von eg zu f(ep). Dann ist
H < pu(mi(E, f(eo)) = [pov]™ *pu(mi(E, e0)) * [pov].
Also ergibt sich zusammen
[pov] '« H*[pov] < H.

Vertauschen von e, f(eg) sowie Ersetzung von f durch f~! ergibt nun, dass
auch
[pov]* Hx[pov]™ < H.

und aus Symmetrie folgt dann
[pov]*H*[pov]_l = H.

also folgt [p o v] € Ny, (x z,)H, und somit insbesondere

(p(f(BO)) = [p o U]H € H\NW1(X,$O)H,
2) Injektivitit Seien f, g€ A(p) mit

o(f(e0)) fY(f) = ¥(g) = p(g(en))-

so folgt aus Injektivitit von ¢ zunéchst f(eg) = g(ep), aber f, g sind Hebun-
gen von p und stimmen in ey iiberein, also gilt f = g nach der Eindeutigkeit
im Allgemeiner Liftungssatz.

Surjektivitét Sei [w] € Ny, (x 5,/ ein Element aus dem Normalisator. Sei
ey = L(w,ep)(1) der Endpunkt der Hebung von e.

Es ist nach Theorem 17.16 nun:

px(m1(E, €p)) = [POL(W,eo)]_l * H * [po L(w,eg)]
T e

[w]eNm:(x,zo)H "
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Nach Theorem 17.14 gibt es also einen Homéomorphismus f: E —=5 F mit
po f =pund f(ey) = e, bei f handelt es sich dann um eine Decktrans-
formation, und wir sehen leicht

U(f) = e(f(e0)) = plen) = [po L(w, e0)lu = [w]u-

Gruppenhomomorphismus Seien f,g € A(p) und v ein Weg von eg nach
f(eo) sowie v’ ein Weg von e nach g(eg). Dann ist gow ein Weg von g(ep)
nach g(f(ep)) und v’ » (g o v) ein Weg von eg nach g(f(eo)).

Es ist nun

Y(gof) =

0@*(gowﬂ
'*@O@ﬂ

=
IS ]
||

Bemerkung* 19.11. Hier kam in der Vorlesung etwas zu Gruppen und Neben-
klassen etc. Das wird noch nachgeholt, ich war mit Links- / Rechtsnebenklassen
und deren Bezeichnung selbst etwas verwirrt.

Definition 19.12 (G-Menge). Sei G eine Gruppe. Eine (Rechts-) G-Menge
ist eine Menge X mit einer Abbildung

XxG — X
(z,9) — =g
fiir die gilt
i) zl=zxfirzeX
ii) (z.g9).h = z.(gh) fir z € X und g,h € G.

Ein Homomorphismus von G-Mengen ist eine Abbildung f: X — Y, so
dass
flz.9) = f(x).g Vee X,geG.

Bemerkung 19.13 (Ent- oder auch Verwirrung beziiglich Rinks und Lechts).
Analoges kénnen wir fiir links-G-Mengen definieren, dann fordern wir h.(g.z) =
(hg).z. Eine Links- G-menge ist eine Rechts-G-Menge mittels

T.g = g_lx..
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bzw. wir kénnen auch eine Links-G-Menge als Rechts-G°P-Menge auffassen.

Eine Links-G-Menge ist ndmlich nichts anderes als Ein Funktor ¥4 — Set, und
eine Rechts-G-Menge ist ein Funktor ¢4°P — Set, aber wegen ¥ >~ ¥°P sind die
Konzepte dquivalent.

Trivial Nonsense 19.14. G-Mengen sind also genau Funktoren ¢ — Set, und
Morphismen von G-Mengen X,Y : 4 — Set sind genau natiirliche Transforma-
tionen X — Y.

Die Kategorie der G-Mengen iiber einer Gruppe G ist dann genau die Funktor-
kategorie [¢, Set].

Beispiel 19.15. Ist H < G, so ist H\G eine G-Menge mittels (Hg)g' = H(gg').

Beispiel 19.16. Das semidirekte Produkt Z x Z von Z mit Z ist die Gruppe
mit Menge Z x Z und Verkniipfung

(n,m)(n,m’) = (n+ (=1)"n’,m +m').
Es gibt eine Rechtswirkung

R2x (ZxZ) — R?
((z,9), (n,m)) +— ((=1)"(x +n),y +m)

(Ubung, dass das die Axiome erfiillt).
Behauptung. V(x,y) € R? 3(n,m) € Z x Z, sodass

(z,y).(n.m) € I*.

Beweis. Sei (x,y) € R? beliebig. Zunichst existiert ein m € Z, sodass y +m € I,
und dann existiert ein n € Z mit (—1)"z + n € I, dann ist

(x,y).(0,m).(n,0) = (=1)™z,y + m)(n,0) = ((—1)"z + n,y + m).
—_—

=((=1)mn,m)
Falls x ¢ Z,y ¢ Z, so sind n, m eindeutig bestimmt. Mittels den Gleichungen

(,0).(0,1) = (=, 1) (0,¢).(1,0) = (1,1).

folgt nun, dass RZ/(Z x 7) die Kleinsche Flasche ist.
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Behauptung. Die Abbildung R? — RQ/Z « 7, ist eine Uberlagerung und Z x Z
sind die Decktransformationen.

Beweis. Ubung. O

Da R? einfach zusammenhiingend ist, folgt mit Korollar 19.10, dass

m(K) =7 xZ.

Miindliche Anmerkung 19.17. Semidirekte Produkte machen zwischen be-
liebigen Gruppen G, H Sinn, wenn wir eine Wirkung von G auf H haben. In
obigem Fall gibt es aber nur eine nichttriviale Wirkung von Z auf Z, weswegn
wir von dem semidirekten Produkt Z x Z sprechen kénnen.

Vorlesung 20

.. Do 01 Jul 2021
Wir starten mit einem Uberblick der letzten Vorlesungen:

Satz 17.8 (Allgemeiner Liftungssatz). Sei p: E — X eine Uberlagerung, zo € X,
ep € p~1(mg). Sei Y wegzusammenhiingend und lokal wegzusammenhiingend. Sei
yo €Y und f: (Y,yo) — (X, xzg) eine punktierte Abbildung.

Dann sind dquivalent:
1) Es gibt eine Hebung f:Y > E mit f(yo) = ep
2) Esist fyu(m1(Y,90)) S ps«(m1(E, ep))

Ist eine der Bedingungen erfiillt, so ist f eindeutig.

Definition 17.12 (Charakteristische Untergruppe). Seip: E — X eine Uberlagerung
und sei 79 € X, ep € p~1(x0). Dann heiit py (71 (E, e0)) S 71(X, 70) die charak-
teristische Untergruppe.

Satz 17.14. Sei X wegzusammenhingend und lokal wegzusammenhéngend und
betrachte zwei Uberlagerungen p: E — X, p': E' — X, sodass E,E’ zusam-
menhéngend. Sei zo € X mit Urbildern eg € p~!(z¢), e, € p'~!(x0). Dann sind
dquivalent:

1) Es existiert ein Homéomorphismus der Uberlegerungen, d.h. ein f: E — E’
mit f(eg) = ef, sodass folgendes kommutiert:

E—L g

N
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2) Die charakterischen Untergruppen stimmen iiberein, d.h.

Px(m1(E, €0)) = pl(mi(E', €g))-

Satz 17.16. Sei p: E — X eine Uberlagerung mit zo € X, eg, €} € p~*(20) sowie
w: I — E ein Weg von eg nach ej. Dann ist

Px(m1(E, €0)) = [p o w] » ps(m1(E, €g)) * [p o W],

Satz 18.6. Sei X lokal wegzusammenhingend und zusammenhéngend. Dann
sind Aquivalent:

1) X ist semilokal einfachzusammenhéngend.
2) X hat eine universelle Uberlagerung

3) Fiir jeden Basispunkt zo € X und jede Untergruppe H < m1(X, o)
existiert eine wegzusammenhéngende Uberlagerung p: £ — X mit ey €
p~1(x0), so dass ps(m1(E,e0)) = H.

Insgesamt konnen wir folgendes zusammenfassen:

h. Uberl X 1:1 | Konjugationsklassen von Unter-
~ erlagerungen von 4 /4 Hom iiber X {gruppen in m (X, zo)

Miindliche Anmerkung 19.18. Das ganze ist schon sehr toll, aber bisher 'nur’
eine mengentheoretische Aussage. Wir wiirden gerne auch die Homomorphismen
(nicht-Isomorphismen insbesondere, die Isomorphismen verstehen wir, zumindest
deren Existenz) verstehen.

Der Hauptsatz der Uberlagerungstheorie verfolgt genau dieses Ziel, er gibt eine
kategorientheoritschere Verallgemeinerung von obiger Bijektion.

Definition 19.19. Eine G-Menge X heifit transitiv, falls Vz,y € X dg € G mit
.9 =Y.

Notation 19.20. Wir sagen auch, dass die Wirkung von G auf X transitiv ist.

Beispiel 19.21. Sei H < G eine Untergruppe. Dann ist H\G, die Menge der

Nebenklassen von H, eine transitive G-Menge. Fiir Hg, Hg' € H\G haben wir
niamlich die Wirkung Hg.(g"1¢') = Hg'.
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Lemma und Definition 19.22 (Bahn). Sei X eine G-Menge und = € X. Dann
definiert
x2.G={x.g]|geG}.

die Bahn oder auch Orbit von z. Dann ist .G eine Unter- G-Menge und .G

ist transitiv.

Beweis. Abgeschlossenheit Sei x.g € .G beliebig, dann ist die Wirkung unter
einem beliebigen ¢’ genau

(z.9).9' =2.(9°9).
in 2.G enthalten, weil go ¢’ € G.
Transitivitdt Seien x.g und z.¢’ € .G beliebig. Dann ist
(z.9)-(997") = 2.(997'¢") = z.g'.

und somit ist die Wirkung transitiv.

Lemma 19.23. Sei X eine G-Menge. Seien z, 2’ € X beliebig. Dann ist .G =
2'.G oder (z.G) n (2'.G) = &.

Beweis. Nimm an, dass (z.G) n (¢/.G) # . Wihle also ein y mit
y € (2.G) n (2".G).
Dann ist also y = z.g = 2’.¢’ fiir g, ¢’ € G. Dann ist aber fiir alle h € G auch
zh=x(g.9").h=(2.9) .9 " h=yg ' h=2".(dg " h)exG.

also ergibt sich .G < 2’G. Aus Symmetrie folgt /.G < x.G, also sind die Klassen
gleich. O

Korollar 19.24. Jede G-Menge ist die disjunkte Vereinigung ihrer Bahnen.

Lemma und Definition 19.25 (Stabilisator). Sei X eine G-Menge und z € X.
Dann ist der Stabilisator von = die Untergruppe

Gy ={9eG|zg=1}<G.

Beweis. Ist g € G, so ergibt sich

r=ze=x(99 ) =299 =29 "

also ist auch g~! € G,. Sind zudem g, h € G,, beliebig, so erhalten wir mit
x.(gh) = x.g.h = z.h = .

auch sofort, dass gh € G.. Also ist g, < G tatséchlich eine Untergruppe wie behauptet.
O
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Lemma 19.26. Sei X eine G-Menge und « € X. Dann ist .G isomorph (als
G-Menge) zu Gz\G'

Beweis. Definiere

®
Gzg +— x4

Wohldefiniertheit Gleiche Elemente auf der linken Seite unterscheiden sich in ihrer
Darstellung nur um ein Element aus h € G, wir wollen zeigen, dass dies gleiches
Bild ergibt:
@(Gzhg) = .(hg) = x.h.g = 2.9 = ¢(Gag).

Injektivitit Ist x.g = x.g’, dann ergibt sich auch

r=ux.g.g""

und daraus folgt bereits, dass ¢'¢g~' € G, nach Definition, also

Gog=Gag'(g7'9) = Gu(g'g " )g = Gayg'.
G
€Gy

also waren auch schon die Nebenklassen gleich.

Surjektivitit Ist z.g € .G beliebig, so ist offensichtlich
2.9 = ¢(Gzg)-
G-Aquivarianz (Homomorphismus von G-Mengen). Es ist
0((Gz9)g) = ¢(G=(99) = x.(99) = (2.9)-9" = #(Gzg).g"
Die Mengentheoretische Umkehrabbildung ist dann auch G-Aquivariant, also ist ¢

ein Isomorphismus. O

Miindliche Anmerkung 19.27. Auch, wenn das im Allgemeinen nicht so ist,
dass Mengentheorischer Isomorphismus + Kategorientheoretischer Homomor-
phismus == Kategorieller Isomorphismus (das gilt ja z.B. in Top nicht, siehe
exp: [0,1) — S1), gilt dies fiir G-Mengen (und im Ubrigen auch fiir Gruppen).

Also ist jede G-menge isomorph zu einer disjunkten Vereinigung um G-Mengen der
Form H\G, wobei H < G.

Warnung. Auch, wenn wir die Notation H\G verwendet haben, wollen wir damit
nicht notwendigerweise ausdriicken, dass H normal ist in G, wir haben nur die Menge
der Nebenklassen betrachtet, und zwar als Menge.

20 Hauptsatz der Uberlagerungstheorie

Sei in diesem Kapitel stets p: E — X eine Uberlagerung.
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Lemma und Definition 20.1. Die Gruppe 71 (X, zo) wirkt folgendermafien auf
p~1(wg): Sei e € p~1(xg), und [w] € m1 (X, z0), dann definiere

e.fw] = L(w,e)(1) € p~*(x0).
Mit dieser Wirkung ist p~!(x¢) eine G-Menge.
Beweis. Wohldefiniertheit Sind w,w’ homotop relativ Endpunkten sind, dann auch

L(w, e) und L(w', e) nach dem Homotopieliftungssatz, also sind insbesondere ih-
re Endpunkte gleich.

Axiome der Gruppenwirkung Es ist offenbar
e.[eo] = L(czy,€) = ce(1) = e.

und auch

Miindliche Anmerkung 20.2. An dieser Stelle geht das einzige Mal ein, dass
wir links-G-Mengen betrachtet haben, weil wir die Verkniipfung von Schleifen in
dieser Richtung definiert hatten.

Lemma 20.3. Sind p: £ —> X und p': B/ — X Uberlagerungen sowie zo € X.
Sei f: E — E’ eine Abbbildung von Uberlagerungen, d.h. p = p’ o f. Dann ist

flo=1(zo): P~ (@0) = p'" (o).

ein Homomorpismus von 71 (X, zg)-Mengen.

Beweis. Wohldefiniertheit Sei e € p~! (). Dann ist p'(f(e)) = p(e) = xo, also ist
f(e) € p~H (o).

Aquivarianz Sei e € p~'(2¢) sowie [w] € 71 (X, xo) beliebig. Dann ist

F(e).[w] = Ly (w, f(e)(1) = f o Ly(w,e)(1) = f(e.[w]).

Das ergibt sich aber, indem wir nachrechnen, dass f o L,(w, e) eine Liftung ist,
denn
p'ofoLy(w,e)=polLy(we)=uw.

aber mittlerweile ist uns klar, dass Liftungen eindeutig sind nach dem Weghe-
bungssatz.
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Lemma 20.4. Die Zuordnung

Uberlagerungen von X — 1 (X, zg)-Mengen
E
lp — p! (o)
X
f

Lo—1 N /—1
A /p, Flp—1(z0) 1 P~ (20) = p'~ " (0)
X

ist ein Funktor.

Beweis. Wir haben schon gezeigt, dass das eine Wohldefinierte Zuordnung (Abbil-
dung) ist. Wir miissen noch zeigen, dass das ganze mit Verkniipfung vertréglich ist,
und Identitdten auf Identitéiten gehen. Ist also

E —2— E"

/
D
X

ein weiterer Morphismun von Uberlagerungen, so ist

(90 Flp=1(zo) = 9lp=1(x0) © flp=1(z0)-

und es ist sicherlich auch
(idE>|:v_1(l'o) = idp-1(ap)-
also erfiillt diese Abbildung die Eigenschaften eines Funktors. O

Satz 20.5 (Hauptsatz der Uberlagerungstheorie). Sei X zusammenhingend, lo-
kal wegzusammenhéngend, semilokal einfachzusammenhéngend sowie z¢ € X.
Dann ist der Funktor aus Lemma 20.4 eine Aquivalenz von Kategorien. Das
heif3t:

1) Fiir jede 71 (X, xo)-Menge M gibt es eine Uberlagerung p: E — X, so dass
p~1(xo) isomorph ist (als (X, zg)-Menge) zu M. (essentielle Surjekti-
vitt)
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2) Fiir zwei Uberlagerungen p: E — X und p’: B’ — X ist die Zuordnung

E—1 s

A /p — {flp=1(20): p1(0)>p1(z0) |
X

Miindliche Anmerkung 20.6. Fiir die 'Entpackung’ dieser kategorientheore-
tischen Aussage haben wir die Charakterisierung von TODO.

Bemerkung 20.7. Die Eigenschaft, dass X semilokal einfachzusammenhéngend
ist, bendtigen wir nur fiirr Eigenschaft 1), um z.B. eine universelle Uberlagerung
konstruieren zu konnen. Fiir 2) geniigt es allerdings zu fordern, dass X zusam-
menhdngend und lokal wegzusammenhéngend ist.

Bemerkung* 20.8. An dieser Stelle haben wir nun Seifert-van-Kampen ein-
gefithrt, und weite Teile von Abschnitt 21 vorgezogen, damit diese vor der Klau-
sur bekannt sind. Erst danach sind wir hierher zuriickgekommen, und haben den
Hauptsatz der Uberlagerungstheorie bewiesen.

Vorlesung 22

Do 08 Jul 2021
Wir erinnerns uns daran, dass die Wirkung von (X, o) auf p~!(xq) durch

e.[w] == L(w,e)(1).
gegeben ist.
Proposition 20.9. Sei p: E — X eine Uberlagerung, X wegzusammenhingend
sowie 79 € X. Dann induziert die Inklusion p~!(x¢) — E eine Bijektion

1

{m1(X, z9) — Bahnen von p~'(zo)} £, {Wegekomponenten von E} .

Beweis. Wohldefiniertheit Zu zeigen: Fiir e € p~!(zg) liegen e und e.[w] in der
gleichen Wegekomponente. Es ist aber

e.Jw] = L(w, e)(1).

und damit ist L(w, e) ein Weg von e nach e.[w], und somit liegen die Punkte in
der gleichen Wegekomponenten von FE.

Injektivitit Seien e, e’ € p~!(zg), so dass diese auf die gleiche Wegkomponenten
abgebildet werden, dann gibt es einen Weg v von e nach ¢’. Dann ist

e. [pov] =L(pov,e)(1) =v(1) =¢.
——

em1(X,zo0)

also liegen e, ¢’ in der gleichen Bahn.
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Surjektivitit Sei £ eine Wegekomponente von E sowie e € E. Aufgrund des Wegzu-
sammenhangs von X finden wir einen Weg v von p(e) nach x¢. Dann ist L(v,e)
ein Weg von e mit Endpunkt in p~1(x), also E np~!(x) # &.

O

Ist e € p~t(zp), so ist der Orbit

\71'1 X 330)

€. ’7'('1(55 1'0) —7'(1(X z0)—Menge 7'(1 X xo

Also interessieren wir uns auch fiir Elemente aus dem Stabilisator 7 (z, z¢).. Hierzu
ist

e.Jw] =e «< L(w,e)(1) =e < L(w,e) ist Schleife an e <= [w] € px(m1(E,¢)).

Also ist ey (X, xg) = pa(m1(E, €) \771 (X, z0)

Beweis von Theorem 20.5. 1. Schritt Wir zeigen die essentielle Surjektivitat. Sei M
eine 71 (X, 2g)-Menge. Dann ist M isomorph zu einer disjunkten Vereinigung

M = |—|H’£\7T1(X,(E0).

iel
Mit H; < m1(X,z9). Nach Theorem 18.6 existieren Rdume E(H;), sodass
p(Hi): E(H;) — X.
sowie e; € p(H;) (xo) mit
p(H;)sm (E(H;),e;) = H;.

Dann ist p(H;) () isomorph zu Hi\\ﬂl(Xv o)
Wir betrachten nun die disjunkte Vereinigung

p=]]pHE): [[EH;

iel

= Lt ™ (o) = T ] i 0) =

iel

nach Proposition 20.9 und der Voriiberlegung.

So ist

Bemerkung 20.10. Es fehlt noch zu zeigen, dass p iiberhaupt eine Uberlagerung
ist, im allgemeinen ist das Koprodukt von Uberlagerungen nimlich nicht zwin-
gend wieder eine Uberlagerung. Wir miissen das also in diesem konkreten Fall
noch zeigen.

Behauptung 24. Sei x € X und z € U < X eine wegzusammenhéngende Umgebung
mit 7 (U) — 71 (X) trivial. Dann ist U eine trivialisierende Umgebung fiir alle p(H;)
und damit auch fiir p.
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Unterbeweis. Folgt unmittelbar aus der Konstruktion, die wir gew#hlt hatten, denn
wir haben gezeigt, dass die trivialisierenden Umgebungen genau diejenigen Basisele-
ment von X aus Lemma 18.13 sind, und diese waren unabhéngig von der Uberlagerung.

|
2. Schritt Wir zeigen die volltreue.

Injektivitéit Seien f, f zweie Uberlagerungsabbildungen, d.h.

E— s

N/

X

die unter dem Funktor das gleiche Bild haben, d.h. f[,-1(z,) = f|p71(m0). Wir wollen

zeigen, dass dann auch schon f = f . Sei E € E eine beliebige Wegekomponenten. Es
geniigt zu zeigen, dass f|g = f|z.

Da X lokal wegzusammenhéngend ist p|z: E — X bereits eine Uberlagerung nach
Theorem 17.6.

Esist Enp () # &. Sei e € E n p~'(z0). Dann sind f|z und f|z Hebungen von

E/

EZ " o x

Surjektivitiit. Sei f: p~!(xo) — p/~!(a0) ein Homomorphismus von 7 (X, zo)-Mengen.
Wir méchten zeigen, dass dieser auch schon von einer Uberlagerungsabbildung f: E —
E’ induziert wird.

Sei wieder E < E eine Wegekomponente, dann ist p~!(z) n E genau eine Bahn von
p~1(z0) nach ebiger Proposition.

Sei e € p~1(zg) N E, dann ist
_ . X,
P 1(550) NE~ p*(ﬂ_l(E, e))\ﬂ-l( IZ'())_
—_

=H

nach der Voriiberlegung. Es ist f(e) € p'~(z0).

Behauptung 25. Es ist H < pl (m1(E, f(e))).

Unterbeweis. Sei h € H. Dann ist gerade

fle).h = f(e:h) = fle) = hemi(z,z0) -
Also ergibt sich

H < 7T1(X, xo)f(e) = p/*(ﬂ'l(Elvf(e)))'
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Nach dem Allgemeiner Liftungssatz existiert also eine Abbildung f|z: E — E' mit

Flgle) = fle).

Behauptung 26. Es gilt nun sogar ’automatisch’ f|z(e’) = f(e’) fiir alle €' €
p~1(x9) N E.

Unterbeweis. Mit Korollar 20.12 nach der Pause. [ |
Definiere nun f: E — E’ durch
p=]1e%r g

Dann ist f|,-1(z,) = f nach ebiger Behauptung. O

H(zo

Lemma 20.11. Sei G eine Gruppe, M eine transitive G-Menge. N eine G-
Menge, m € M und ¢, ¢': M — N Morphismen von G-Mengen. Dann ist bereits

o=

Beweis. Sei m’ € M beliebig. Wegen Transitivitit existiert g € G mit m.g = m’. Also
rechnen wir einfach nach:

o(m') = p(m.g) = p(m).g = ¢'(m).g = ¢'(m.g) = ¢'(m’).

Korollar 20.12. Es gilt f|z(e') = f(€) fiir alle ¢’ € p~Y(z) N E.

Beweis. Folgt als Spezialfall von Lemma 20.11 mit G = 7 (X, z0), M = p~'(29) N E,
N = p'~Y(z0) sowie m = e und

¥ = (f‘E)|p—1(x0)mE ¢ = f‘p—l(xo)mE-
Damit ist nun der Beweis von Theorem 20.5 abgeschlossen.

Wir erinnerns uns kurz an:

Lemma und Definition 19.1 (Decktransformation). Seip: E — X eine Uberlagerung.
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Eine Decktransformation von p ist ein Homdomorphismus

E—f \E

N /i

iiber X. Wir bezeichnen mit A(p) die Menge der Decktransformationen, und
diese bilden eine Gruppe.

Satz 19.9. Seien E, X, p, xg, €9, H wie oben.
1) Fiir f e A(p) ist
o (f(e0)) € PNm a0 L.
2) Die Abbildung

A(p) — H\NM(XJO)H
[ — e(f(eo))

ist ein Gruppenisomorphismus.

P

und an den verbundenen Theorem 19.9.

O OO0

Abbildung 36: Eine Uberlagerung von S v S*

Mit dem Theorem 20.5 ergibt sich nun der folgende Alternative Beweis:

Alternativer Beweis von Theorem 19.9. Es sind A(p) genau die Automorphismen der
Uberlagerung p: £ — X. Nach dem Hauptsatz sind diese also isomorph zu den Auto-
morphismen von p~!(zg) als 71 (X, x¢)-Mengen, die wiederum isomorph sind zu den

Automorphismen von ps(mi(E, 60))\\7"1 (X, 950)7 d.h.

E
A(p) = Aut lp = AU-tTrl(X,:tO)—Mengen(p_l<x0)> =~ Aut (p* (7‘(1 (E, 60)\\7r1 (x, xO)) :
X

O
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Proposition 20.13. Es ist

AutG—Mengen (H\G) = pNNVeH,

Beweis. Sei f: H\G — H\G € Aut ( H\G) ein solcher Automorphismus.
1) Dann ist f bereits eindeutig bestimmt durch f(H) nach Lemma 20.11.

2) f(H1) e NG st f(H.1) = H.go, dann ist fiir alle h € H auch H.gy =
F(H.1) = f(H.h) = f(H.1).h = H.go.h.

Daraus folgt bereits, dass dh1,h1 € H mit h1gg = hogoh, also nach umformen
hy "hi = gohgy -

wegen h € H beliebig ergibt sich also bereits goH g, !'< H. Das Inverse schickt
Hgo auf H. Also schickt se H auf Hg, !, Analog zeigen wir, dass 9o 'Hgo c H,
also auch H < goHg, !' < H und somit schlussendlich

H = goHgy* = go € NgH.

Die Abbildung

ist also wohldefiniert und injektiv nach 1)
3) Wir zeigen noch Surjektivitéit. Ist go € NgH, so behaupten wir, dass
Hg — Hgog.

wohldefiniert und G-iiquivariant ist. Die Aquivarianz ist nach Definition offen-
sichtlich. Fiir Wohldefiniertheit bilden wir ab

H

Hhg — Hgohg " 2" HN gog = Hgog.

Da NgH eine Untergruppe ist, ist auch g, 1 e N¢H, also hat die Abbildung ein
Inverses, und zwar
Hg— Hg, lg.

O Vorlesung 20
Do 01 Jul 2021

21 Der Satz von Seifert von Kampen

Satz 21.1 (Seifert-van-Kampen). Sei X ein Raum, seien U;,Us < X offen,
sodass Uy u Uy = X, und bezeichne Us := U; n Us.

Sind Uy, Us, Us wegzusammenhéngend und nicht-leer sowie g € Us, dann ist

71 (Us, 20) — m1(U1,70)

| .

T (U2, 29) —— m1(X, 20)
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ein Pushout von Gruppen, d.h. fiir jede Gruppe H und kompatible Morphis-
men m1(Ur,x0) — H sowie m(Us,x9) — H existiert ein eindeutig bestimmter
Morphismus 71 (X, zg) — H. Visualisiert:

m(Us, 2g) — m1 (U1, 20)

| |

7T1(U2,.’L'0) — 7T1(X7$0)

Wir geben zunéchst einige Erkldrungen und Beispiele zu Theorem 21.1:

Bemerkung 21.2. Ein Pushout in Gruppen ist ein sogenanntes amalgisiertes
Produkt, d.h.
H—— &,

| !

Gy —— Gy +g Gs

ist ein Pushout.

Definition 21.3 (Amalgisiertes Produkt). Seien G1,G2 zwei Gruppen. Sind
G; = (E; | R;) Darstellungen der Gruppen, so ist das freie Produkt von G,
und G die Gruppe bestimmt durch

G1*G2 = <E1UE2|R1UR2>.

,d.h. die Menge aller (endlichen) Worter mit Elementen aus G; und Gy mit den
kanonischen Verknupfungen von Elementen aus G, Gs, aber keinerlei weiteren
Relationen.

Sind ¢1: H — G1 und ¢5: H — G35 Gruppenhomomorphismen, so ist das amal-
gasierte Produkt von G und G5 iiber H (mit den Morphismen @1, o) defi-
niert als

_ G *xG
Gy *g Go =917 2/4,01(h) ~ oo (h):

Beispiel 21.4. Betrachte S* v S, wir wollen 71 (S! v S*, 1) berechnen, und
haben dazu U; = ¢1(S!) und Us = 15(S'), dann sind beide offenen Mengen
nichtleer und wegzusammenhiingend, und es ist Uy n Uz = {1} einelementig.
Also ergibt sich

T (STVS 1) = (S w1y, 0T (S1 1) = i (ST, 1)*my (ST, 1) = ZaZ = Fy = (a,b).
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Miindliche Anmerkung 21.5. Eigentlich hitten wir Uy, U, hier offen
wéhlen miissen, um den Satz anwenden zu koénnen. Die Umgebung ’ein
bisschen’ gréfier zu machen zerstort aber offensichtlich nichts an der Funda-
mentalgruppe von S!, deswegen ist das in Ordnung und einfach ein formales
Ausformulieren.

Beispiel 21.6 (Nicht-Beispiel). Der Wegzusammenhang ist essentielll. Wenn wir
S1 = D' Ugo D' schreiben, so ist der Schnitt nicht zusammenhiingend, weswegen
wir nicht die falsche Aussage

7 =~ 7T1(S1, 1) = 7T1(D1,1) *7\'1(50,1) 7T1(D1, 1) = {1}*{1}*{1} = {1}

folgern.

Es ist ebenfalls essentiell, die Offenheit zu fordern, sonst kénnen wir z.B. S!
einfach ’auftrennen’.

Miindliche Anmerkung 21.7. Man kann die Aussage verallgemeinern und die
Annahme des Wegzusammenhangs fallen lassen, wenn man statt den Fundamen-
talgruppen die Fundamentalgruppoide verwendet. Das ist aber nicht unser Ziel,
weil dann die Pushouts deutich komplizierter werden.

Beispiel 21.8. Sei G = (ay,...,a, | r) eine Gruppe auf n Erzeugern und einer
Relation r. Wir wollen einen Raum konstruieren, der m1 (X, zg) = G ergibt.

Betrachte dazu

Y = \n/Sl.

i=1
d.h. ein Zusammenkleben von n Schleifen, dann erhalten wir 71 (Y, 1) = (a1,...,a,)
als freie Gruppe in n Erzeugern (folgt induktiv aus Beispiel 21.4). Wihle nun

cine Schleife S1 > Y, die r représentiert. Definiere nun den Raum X als das
Pushout

sty

L

D?—— X
und betrachte
U, :== D*°, U, == X\ {Mittelpunkt von D?} ~ Y.

Dann ist Uz = D?°\ {Mittelpunkt} ~ S* und somit

T1(X) 2= w1 (U)o, 0y M1 (U2) = (Lpezm (V) = TY) 70 = (an, o anlr) = G
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T (Ur, 20) * m1(Ua, z0) = m1 (X, 20)

Abbildung 37: Skizze zu Seifert van Kampen

Betrachte nun Abbildung 37, da ’sieht man’ viel zur Intuition von Seifert van Kam-
pen: Einen Weg «, der in X = U; u U, verlduft, konnen wir aufteilen in einzelne
kleinere Wege, die in U; oder Uy verlaufen. Mit Hilfswegen r1, 7, machen wir daraus
Schleifen an xq, die nun in U; oder U, verlaufen. So erhalten wir bereits zumindest
eine Projektion vom freien Produkt 7y (Uy, x0) * 71 (Usa, o) nach 71 (X, zg).

Wir erinnerns uns hier auch noch an Definition 8.22, das letztendlich auch nur ein
Pushout von Rdumen ist. Wir kénnen also Seifert van Kampen auch umformulieren
zu ’Seifert van Kampen erhilt schine Pushouts’.

Wir kénnen diese Intuition nun in einer kombinatorischer Form ausdriicken, hierzu
sei xg € Us := Us n Uy mit Uy u Uy = X gegeben. Mit 7 erhalten wir bereits ein
Diagramm
]
m1(Us, z0) —— m1 (U1, x0)

o

71 (Uz, x0)
Waéhlen wir nun Gruppendarstellungen
71 (Ut, o)

71 (Usz, o)
7T1(U37$C0)

lle

<a1,...,ak\r1,...,rl>
<ﬂ1,...,5m‘81,...,8n>
<’Yla"'avp | t17"7tq>

lle

lle

Korollar 21.9. Sei X = U; u Us, Us = U; n Us mit U; offen und wegzu-
sammenhingend sowie nichtleer. Sind Uy, Us einfach zusammenhéngend, so ist
1 (X) =1.
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Beispiel 21.10. Es ist m1(S™) = 1 fiir n > 2. Das haben wir schon einmal 'von
Hand’ gezeigt, mit Abbildung 37 ist das aber sehr einfach:

Betrachte wieder N, S als den Nord- und Siidpol von S™, und setze U; = S™\N =~
R™, Uy := S™\S = R" (wir erinnerns uns an die stereographische Projektion).

Dann ist sicherlich S™ = U; u Us, und wir erhalten auch
U3 = U1 N U2 = Sn\{N,S} jact Sn_l X (—1,1)

Wegen n > 2 ist das nun wegzusammenhingend. Mit Korollar 21.9 erhalten wir
dann sofort, dass m(S™) = 1.

Man koénnte auch direkt Theorem 21.1 verwenden, dann ergibt sich

7T1(Sn) =~ 771(U1) *7T1(U3) 7T1(U2) =1x1=1.

Miindliche Anmerkung 21.11. Man koéme in Versuchung, einfach fiir
Uiy, U, die obere und untere Halbkugel zu verwenden, dann ist der Schnitt
- der Aquator - ebenfalls wegzusammenhingend. Das darf man aber im
allgemeinen nicht machen, wir brauchen wirklich, dass U, Us offen sind.
Dass die Anwendung hier funktioniert, ist nur ’Zufall’.

Warnung. Der Beweis gilt nicht fiir S, da Uz =~ S° x (—1,1), da S° nicht
wegzusammenhéngend ist.

Beispiel 21.12. Betrachte zwei Kopien des Torus, und identifiziere sie entlang
einer Schleife.

Bocspiek :

T
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Formal definieren wir X durch

X 1= ST STHAT O ST 20y )~ 81 (1) x g2y

Wir wiirden jetzt gerne Ty, Ts (die Tori) in X verwenden und Seifert-van-Kampen
anwenden, aber diese sind nicht offen. Wir miissen die Tori also ’etwas’ ver-
groflern, sodass sie offen sind, ohne dass wir die schonen Eigenschaften der Tori
verlieren. Man gelangt zu:

Ay =St x (e7? e Ty

Ay =S x (e7 ) C Ty

U1 I:TluAQZTl

Uy =To A ~T,
Die Homotopiedquivalenz erhalten wir einfach durch stetiges zusammenziehen
dieses 'angeklebten’ Schlauches A;.

Jetzt sind also Uy, Us offen und verhalten sich wie unsere Tori, und der Schnitt er-
gibt sich als Us :== Uy nUs = A; U As, und dieser ist auch wegzusammenhéngend.

Also ergibt sich nun mit Seifert-van-Kampen, dass
7T1(X) =~ 7T1(U1, l‘) *771(U3,ac) 7T1(U2, ac)
Da wir schon wissen, dass 71(T1) = Z x Z die Fundamentalgruppe des Torus ist,

und das lasst sich darstellen als

m1(T1) = {a,b | aba= b~ ")
(1) = {e,d | ede™'d™")

Man iiberlegt sich noch, dass Us = A; U Ay ~ S', auch indem wir die extra
"Schlduche’ stetig verkiirzen, also m (Us) = Z = (v |).

m (X, z) = <a,b,c,d | aba™ bt cde™td ™ a = c>
= <a,b,c,d | abailbfl,cdcfldfl,a,cfw
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Miindliche Anmerkung 21.13. Man kann auch eine andere Darstellung
von X wihlen, indem wir die ’lange’ Schleife von X wihlen (die in Wahr-
heit aber natiirlich Symmetrisch ist). Dann kann man sich X als ’Stapel
von Donuts’ vorstellen, die einfach iibereinander liegen und sich kanonisch
beriihren. Dann sieht man auch, dass

X =(S'v st x st
und wir wiirden schnell erhalten, dass
71 (X) =1 (S* v ) x w(Sh)
= (b,d|) x(a])
= {(a,b,d | aba”'b"" ada"'d"")

Man sieht auch leicht, dass die beiden Darstellungen, die wir erhalten haben,
die gleichen Gruppen beschreiben.

Notation 21.14 (Freie Gruppen). Die Notation (a |) heifit natiirlich, dass wir
keine Relationen fordern, also (a |) =~ Z. Manchmal l4sst man diesen Strich dann
auch weg, und schreibt einfach sofort

Das darf man aber nicht verwechseln mit der von g erzeugten Untergruppe, wenn
g € G bereits ein Element ist, hier erhalten wir natiirlich implizit alle Relationen,
die g als Element von G besitzt.

Bemerkung* 21.15. Vorlesung 21 setzt hier direkt mit CW-Komplexen, d.h.
Abschnitt 22 fort. Wir geben hier direkt den Rest von Abschnitt 21 wieder.

Wir wollen nun noch den Satz von Seifert-van-Kampen beweisen, den wir noch einmal

wiedergeben: Vorlesung 22

Do 08 Jul 2021

Satz 21.1 (Seifert-van-Kampen). Sei X ein Raum, seien U;,Us S X offen,
sodass Uy u Uy = X, und bezeichne Us := U; n Us.

Sind Uy, Us, Us wegzusammenhéngend und nicht-leer sowie xy € Us, dann ist

T (Us, x9) —— m1 (U1, 0)

| .

7T1(U2,IL'0) — 7Tl(X, xo)

ein Pushout von Gruppen, d.h. fiir jede Gruppe H und kompatible Morphis-
men 71 (U1, x0) — H sowie m1(Us,z9) — H existiert ein eindeutig bestimmter
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Morphismus 71 (X, z9) — H. Visualisiert:

T (Us, x9) —— 1 (U1, x0)

| |

7T1(U2,£U0) — 7T1(X,:E0)

Beweis. Das Inklusionsdiagramm induziert - da 71 ein Funktor ist - ein kommutatives
Diagramm von Gruppenmorphismen

Us < U m1(Us, x0) SLZEN w1 (U1, o)
N N S wzl J{Wl
U, ¢ X m1 (U2, 20) —5;—~ ™1 (X, 2o)

Wir wollen zeigen, dass das rechte Diagramm ebenfalls ein Pushout ist, und wissen
bereits, dass Pushouts in Gruppen durch das amalgisierte Produkt gegeben sind, wir
wollen also einen Isomorphismus

71 (U1, 20) %y (Us,z0) T1(Uz2, 20) = 71(X, 20)
konstruieren. Notieren nun

Uy (Uy, o) * 71 (Ua, 20) — 71 (X, 70)
Behauptung 27. Es ist ¥ surjektiv.

Unterbeweis. Vergleiche hierzu auch Abbildung 37.
Da I kompakt ist, existiert fiir jeden Weg [w] € 1 (X, x0) ein k € N, sodass

wp = w‘[%’HTl) c Uz

fiir alle . Fiir alle [ € {1,k — 1} wihle einen Weg v; von w () nach z, in

Us falls w (%) e Us
Uy fallsw () ¢ Us.
Uy fallsw(t)¢ U

Beachte hierzu, dass wir im ersten Fall natiirlich verwenden, dass Us wegzusam-

menhéngend ist. Setze w; = w|fL waq fiir [ = 0,...,k — 1 als die Teilstiicke von
'k

—
e

w, dann kénnen wir umschreiben:

[w] = wo * wa * ... *wp_1
= wp * (v *v] D) *wy * (Vg x vy t) * L xwp g
= [wo * v1] * [v7 "wiva] * .. x [t we—1]
und jeder der geklammerten Wege verlduft nun nach Konstruktion in einem der U;.
In der unteren Zeile handelt es sich also nun um eine Verkettung aus Elementen von

m1(U1,29) und 7(Us, x), also genau um ein Element aus dem freien Produkt der
beiden Gruppen. |
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Vorlesung 23
Di 13 Jul 2021
Wir interessieren uns natiirlich im folgenden fiir den Kern von ¥ und wollen zeigen,

dass dieser genau von den Relationen der Einbettungen )1,y erzeugt wird. Setze

also
m(Us,x0) — m1(Ur,x0) *m1(Uz, x0)

S I i N

Warnung. F ist kein Homomorphismus, sondern erstmal nur eine Abbildung.

Behauptung 28. Der Kern von W ist der normale Abschluss des Bildes von F', d.h.

ker ¥ = F(?Tl (Ug,xo))

Notation 21.16. Seien a,b Wegen in X (an z), dann schreiben wir
o a ~y, b:= a,bsind Wege in U; und homotop in U;
e a ~x b:= a,bsind homotop in X.
Sei a eine Schleife an xy, dann notiere mit
e [a]y,.— die Klasse von a in 71 (U;, 2g), und meine implizit, dass a in U; liegt.

e [a]x = die Klasse von a in m (X, )

Damit ergibt sich z.B.
ilalus) = [alv,  a(la]u,) = [alu,

Fiir die verschiedenen Typen von Multiplikation notieren wir
- o fiir die Wegemultiplikation in den Fundamentalgruppen 71 (U;, o) oder m1 (X, zo)
- * fiir die Multiplikation in 71 (U1, ) * 71 (Us, 20).

Damit ergibt sich z.B:

[a]u, *[b]v, *[c]u, = [a o b] *[c]u, € m1 (U, x0) * m1 (U2, o)

oder auch
Y(la1]o, *laz]u, * .. *[am]us)
= [al]U1 ° %ZJQ[GQ]UQ e...0 ¢2[am]U20
= [al]X o [ag]X 0...0[am]x
=[a;e...0an]x
Sei nun

N = F(T{'l (Ug,.l?o))

der normale Abschluss des Bildes von F. Wir wollen also N = ker ¥ zeigen.

Behauptung 29. Esist N < ker V.
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Unterbeweis. Es geniigt zu zeigen, dass F(m1(Us, o)) < ker U ist, denn ker ¥ ist
normal.

Sei nun [a]y, € m1(Us, xg). Dann ist

U o F([a]u,) = ¥(pa([a]u,) * p2([a]us)
= ¥([a]v, * [alg,)
=¢1(la]u,) o %([] 2)
= [a]x o[l
=[aea™']x
=1

Behauptung 30. Es ist auch ker ¥ < N.
Unterbeweis. Sei

v = lai]u, *[a2]u, * . . - *[ar]u, € 1 (Ur, z0) * m1 (Us, o)

mit U(y) = 1, also
[a10...0ak]x =1

Also finden wir eine Homotopie
ape...ea; ~x Cyy
zur konstanten Schleife an xq. Sei
H:[0,1] x [0,1] - X

eine solche Homotopie (relativ Endpunkten) von a; e. . .eay nach c,,. Wir unterteilen
die Homotopie nun in kleinere Einheitsquadrate, d.h. setze

g _[izri] [izt
U.__ n 7’/7, n ’n

Vo5
bos | S1,5 | S2,5 | S35 | Sa5 | Ss5.5
Vo4
bos | S1,a | S24 | S3.4 | Saa | Ss5.4
Vo3
bos | S1,3 | S2,3 | S3.3 | Sa3 | Ss.3
Vo2
boo | S1,2 | S22 | S32 | Sa2 | Ss,2
Vo1
bor | S11 | S21 | S3,1 | San | Ss1

Voo  @10V10a20 V20 @30 V30 X440 V40 A50 V50
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Da I? kompakt ist, 3n € N, sodass jedes der S;; durch H in U; oder Uy abgebildet
wird.

Wir wéhlen zudem n grofl genug, sodass die Endpunkte von a; jeweils von der Form
* sind fiir ein 7 € N. Setze nun

n

Q5 :=H|[i—17%]x{%} bij=H
Also ist nach Definition

H|[071]XO:CL1'GQ'...'

=(alp®azne®...0ap)®(apt10...)...(Ag, ® ... ®ap)
—_—

aq ag

Also gitl in 71 (U, zo) * 71 (Ua, zo) gerade:

v=lawe...0ap]v, *[apr10®...]%. .. *[ag *...]u,

Allerdings sind nun die einzelnen ¢;; noch nicht zwangsweise Schleifen an xy, weil
wir die urspriinglichen Schleifen a; ja ’zerschnitten’ haben. Wir sehen uns nun ein
typischen der Quadrate S;;, bzw. das zugehorige Bild in X, an. Siehe hierzu Abbil-
dung 38.

Wihle nun Wege h;; von xg nach v;;, sodass
o falls v;; € U, wéhle hy; < U, fiir 1 = 1,2, 3.

e Falls v;; = g, so wéhle h;; = ¢, konstant.

hi—1,;

Zo

Abbildung 38: Ausschnitt Quadrat in X Seifert van Kampen

Jetzt setzen wir

~ —1
® ajj = hi—1,;8ai; ®hy;

. .
® biji=hij—1ebijeh;

Per Definition liegen a;j, b;; in Uy oder Us. Jetzt zerlegt sich auch

vy=lage...eap]u, *...*[ag ®...®an]u,

= [a10]u, *[az0]u, * - - - *[@no]u,
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Ziel. Zeige
v = a1,n]u, *[@2.n]u, * - *[Gnn]u, mod N

Denn dann folgt wegen [, ]|v, = ¢z, VI, k, dass v~ € N bzw. v € N.

Jedes der H(S;;) liegt in U; oder Us. Falls S;; Bild in Uy hat, liefert es eine Homotopie

—1
@ij—1~u, bi—1j®a; ;b ;

Miindliche Anmerkung 21.17. Hierzu brauchen wir genau genommen noch
eine Reparametrisierung des Quadrates. Man iiberlegt sich jedoch im Allgemei-
nen, dass man von der klassichen Homotopie 'unterer Rand’ zu ’oberer Rand’
eines Quadrates auch stets eine von 'untere Rand’ zu ’restlicher Rand’ erhélt (in
der gleichen Richtung abgelaufen!). Das verwenden wir hier.

Damit ergibt sich auch
G s = hi1. o ki
Aij—1 = Ni—1,j-104,5-11; ;1
—1;-1
~uy hicj—1biojaq by s hi sy (5)

= bi—1; e aljbz'j

Eine dhnliche Aussage fiir Homotopiedquivalenz in U, erhalten wir natiirlich, wenn
H(Sij) Bild in U2 hat.

Wir fithren nun einen Induktionsbeweis, dass

Y= [dl,O]Ul *.. *[dn7O]U2 = [&1,j]U1 *o. *[&nvj]U2 mod N
fiir jedes 0 < j < n. Fiir j = 0 ist das tautologisch, nimm die Aussage nun fiir j — 1
an.

Behauptung 31. Sei [a]y, € m1(Us, x0). Dann ist [a]y, = [a]y, mod N.

Unterbeweis. Rechne einfach nach, dass

[a]Ul [0]521 = F([a]U3) eN

Behauptung 32. Es ist

x*[a](h *Yy= x*[a]Uz *yY mod N

Unterbeweis. Wir stellen fest, dass

(x +lalur, *y)(x *lalr, )"
= wxfaly, xy*y~ slalgl vam

= I * [a]U1 *[a]a; *xfl
——— —

1

eN

Aus der Normalitéit von N folgt nun, dass die Konjugation mit  wieder ein Element
aus N ergibt. |
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Man wiirde nun am liebsten sofort sukzessive Gleichung 5 auf unsere Induktionshy-
pothese anwenden, um den Induktionsschritt zu vollbringen. Das geht jedoch nicht
unmittelbar, weil wir uns nicht aussuchen diirfen, ob wir eine Homotopie beziiglich
Uy oder Us erhalten. Wir kénnten also folgende Situation erhalten:

Das Wort fiir v enthélt [a; j—1]u,, aber die zugehorige Homotopie H(S; ;) liegt in
U,. Dann folgt aber, dass a; ;—1 sogar Bild in U; n Uz = Us hat, dann kénnen wir
mod N mit Hilfe von Behauptung 32 einfach U; durch U, ersetzen. Wir kénnen also
stets annehmen, dass wir Gleichung 5 anwenden kénnen.

Jetzt ergibt sich zusammen, dass

vy =lar 1o, *- - *[a@nj-1]v,

= [bojlv, *la1 v, *[b1i1p)! *[bislo, * - * [bnjlp)

konstant konstant

= [a14]u, *- - *[a@n j]v,

Miindliche Anmerkung 21.18. Auch hier sollte angemerkt werden, dass a
priori die U; der b; ; verschieden sein koénnen, dann hilft uns aber wieder Be-
hauptung 32.

Damit ist die Induktion abgeschlossen und wir haben unser Ziel erreicht. |

Die beiden Teilschritte zeigen nun wie gewiinscht ker ¥ = N, und damit faktorisiert

unsere Abbildung
U (U, o) * 71 (Us, z0) — 71 (X, 70)

wie gewiinscht iiber das amalgisierte Produkt iiber m (Us, ). O

Satz 21.19 (allgemeine Version von Seifert-van-Kampen (21.5 in der Vorle-
sung)). Sei X ein Raum, x € X, und U = {U,},.; eine offene Uberdeckung
von X mit x € U, fiir jedes o € I. Sei fiir «, 5 € I stets Uy, n Uz wegzusam-
menhingend. Die inklusionen

{ta: T (Uqn,z) > m (X, 2)}.
induzieren eine Abbildung

P Hm(Ua,m) - m (X, z).
Dann gilt:
1) 9 ist surjektiv.

2) Falls dariiber hinaus U, n Ug n U.,, wegzusammenhéngend fir o, 8, € 1,
dann ist der Kern von ¢ der Normalteiler erzeugt von

{La,@(w)bg,a(w)_l |wem(Ua nUs,z),0, €T},
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wobel

la,B - Ua ) U5 — Ua
LBt Uﬁ F\Ua — Ug

die Inklusionen sind.

Miindliche Anmerkung 21.20. Man kann das im Wesentlichen aus dem {iiblichen
Satz von Seifert-van-Kampen folgern, indem man induktiv auf endlich viele
Mengen verallgemeinert. Fiir unendliche Mengen macht man dann ein Kolimes-
Argument, indem man ausnutzt, dass wegen Kompaktheit jeder Weg und jede
Homotopie schon in endlichen vielen der U; liegen muss.

Fiir einen vollsténdigen Beweis siehe [Hat02, Satz 1.20].

Wir werden diese allgemeine Version nicht beweisen, wir begniigen uns mit einigen

Berechnungen. Vorlesung 21

Di 06 Jul 2021

22 CW-Komplexe

Definition 22.1 (k-Zelle). Eine k-Zelle, k > 0, ist ein Raum der homéomorph
zu D¥ ist. Eine offene k-Zelle ist eine ein Raum, der hombomorph zu D*° ist,
wobei wie {iblich

DF = {(x,...,xk) |2xf < 1}Dk° = {(ml,,xkﬂZx? < 1}.

Wir nenen k£ die Dimension der Zelle.

Definition 22.2. CW-Komplex Ein CW-Komplex X ist ein Hausdorff-Raum,
der in offene Zellen {c;},., zerféllt, wobei gilt:

Zu jeder k-Zelle ¢; € X existiert eine stetige Abbildung f;: D* — X,
sodass D*° < D¥ homomorph auf ¢; und der Rand D% = S¥~1 c D* in
eine Vereinigung von endlich vielen Zellen der Dimension < k abgebildet
wird.

2. M C X ist genau dann offen, wenn M n f;(D*) fiir alle i € I offen ist.

Miindliche Anmerkung 22.3. C stet fiir ’closure finite’, und W steht fiir
'weak’.

Notation 22.4. Das k-Geriist oder auch k-Skelett von X, notiert X*, ist die
Vereinigung aller seiner Zellen der Dimension < k.
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Bemerkung 22.5. Jeder CW-Komplex ist normal (und Hausdorff) sowie lokal
zusammenziehbar, d.h. jeder Punkt besitzt eine zusammenziehbare Umgebung.

Insbesondere ist jeder CW-Komplex
e lokal wegzusammenhéngend
e (semi) lokal einfachzusammenhéngend

und damit besitzt er eine universelle Uberlagerung.

Frage 22.6. Wie bildet man einen CW-Komplex?

Meistens erfolgt das mit einer induktiven / rekursiven Konstruktion, indem wir nach-
einander die k-Skelette spezifizieren. Wir starten mit

1. X° das 0-Gertist, ist ein diskreter Raum (Punkte sind 0-Zellen).
2. Haben wir das k-Geriist X*, k > 0 bereits gegebn, und eine Abbildung

Qo: ODFHL = gk, X*,
so kénnen wir eine k + 1-Zelle an X* ’ankleben’. Dazu betrachte

k k+1
X*||D /

_. Yk k+1
T~ pa(x) =: X" Uy, D"

so setzen wir
ch-'rl — Xk Ul (Dk+1)a~
indem wir alle k + 1-Zellen gleichzeitig ankleben.

Bemerkung 22.7. Fiir endliche CW-Komplexe stimmen die Quotiententopolo-
gie und die schwache Topologie {iberein.

Miindliche Anmerkung 22.8. Fiir unendliche Rdume erhalten wir genau die
Kolimestopologie.

Miindliche Anmerkung 22.9. Der Hawaiianische Ohrring ist kein CW-Komplex.

Notation 22.10. Ist X ein CW-Komplex, und existiert N, sodass X = X mit
N minimal, so heifit N die Dimension von X.

Beispiel 22.11. Ein 1-dimensionaler CW-Komplex heifit auch Graph. Er be-
steht aus 0-Zellen und 1-Zellen. Die 0-Zellen nennen wir Ecken oder auch Kno-
ten, die 1-Zellen Kanten.
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v ot (g*) T
\'Pp(f EDJL:SO_—% S

Abbildung 39: Einige Graphen als CW-Komplexe

Warnung. Man muss aufpassen, was passiert, wenn es unendlich viele Kan-
ten in einem Punkt gib.

Beispiel 22.13 (zwei-dimensional). Fiir eine Skizze sieche Abbildung 40.

Die Sphére kann auch als CW-Komplex realisiert werden, indem wir eine 0-
Zelle und eine 2-Zelle verwenden. Starten wir mit einem Punkt, so gibt es eine
offensichtliche Abbildung dD? — X° = {S}. Wir kleben dann einfach den Rand
von D? an den Punkt und erhalten sofort die Kugel.

Alternativ kann man S™ auch induktiv aufbauen, indem wir verwenden, dass S™
der Aquator von S™*! ist, und dann jeweils 2 n + 1-Zellen an S™ kleben, um
571 zu erhalten.

Schauen wir nun auf RP" := Sn/x ~ —z» S0 sehen wir, dass wir die beiden
Zellen, die wir fiir S™ bekommen haben, jeweils identifizieren. Wir kénnen RP"™
also realisieren als CW-Komplex mit einer 0, einer 1, ..., und einer n-Zelle.
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Abbildung 40: CW-Komplex von S™

Ein weiterer toller Punkt dieser auf den ersten Blick aufwendigeren Zellstruktur
fiir S™ ist, dass wir nun
[e¢]
S* = U Sk,
k=0

als die unendlich-dimensionale Sphire als CW-Komplex definiert / realisiert ha-
ben.

Der Torus kann ebenfalls so realisiert werden, hierzu benétigen wir eine 0-Zelle,
zwei 1-Zellen sowie eine 2-Zelle.

2 2
: ; , 2 ._ S ~ D T
Erinnern wir uns an RP“ := T~ —p = /x ~ —g fiir z € OD2 Damit er

halten wir wieder eine Darstellung von RP? als eine 0, eine 1 und eine 2-Zelle.

22.1 Berechnung der Fundamentalgruppe eines CW Komple-

xes Vorlesung 23

Di 13 Jul 2021

Satz 22.14 (Graphen). Sei X ein wegzusammenhingender Graph, und zo € X°,
d.h.

X = U ed U U er .

1€l0 iel!
——
X0 1—Zellen

Dann gilt:
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Vorlesung 23: Fundamentalgruppen von Graphen.

(i) Es existiert J < I', so dass

ein maximaler Baum (ein zusammenziehbarer Graph, kombinatorisch: ein
kreisfreier, zusammenhéingender Graph) in X ist.

(ii) Fiir J wie in (7) gilt

7T1(X,.'170)§ H Z;*iell\JZ'
iel\J

Insbesondere ist die Fundamentalgruppe eines Graphen stets frei.

Miindliche Anmerkung 22.15. Auch hier begniigen wir uns mit Beispielen,
und fithren keinen Beweis.

Beispiel 22.16. e Betrachte folgenden Graph:

%=

Abbildung 41: Ein Graph mit markiertem Teilbaum (griin markiert)

der griin markierte Teilgraph ist nun ein Baum. Fiir die Berechnung der
Fundamentalgruppe ziehen wir nun den Baum zusammen, also erhalten
wir noch:

Der zusammengezogene Raum Y ist dann tatséchlich homotop zum ur-
spriinglichen Raum X, und Y ist nun frei mit so vielen Erzeugern, wie es
Kanten in I1\J gibt.

e Betrachte Z
Cr—LtsyD

Dann ist 71(Z) = {(«, 8 |). Die Erzeuger sind gegeben durch a, bch™?
e Ist Z' der folgende Graph:
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Vorlesung 24: Fundamentalgruppen von CW-Komplexen

So sind die Erzeuger gegeben durch a, bcb™!, bd

Vorlesung 24
Sa 18 Sep 2021

Satz 22.17. Jede U_berlagerung eines CW-Komplexes ist ein CW-Komplex. Ins-
besondere ist eine Uberlagerung eines Graphen wieder ein Graph.

Beispiel 22.18. Betrachte die Uberlagerung S* — S* gegeben durch z — 22

d.h.
Sl
Z

| - J

2’2
Sl

Wir sehen nun, dass die beiden Hebungen der 1-Zelle von S! nun die beiden 1-
Zellen von E sind. Betrachte nun als zweites Beispiel die rechte Uberlagerungen,
wobei beide roten Zellen auf die rote abbilden, und die schwarze Zelle mittels
z — 22 abbildet. Dann sehen wir ebenfalls wieder jeweils die beiden Hebungen
der beiden Zellen als vier 1-Zellen des Uberlagerungsraums.

)

Beispiel 22.19. Betrachte die Uberlagerung R — S' durch z — ¢%*, dann
sind zuniichst die Hebungen von S! jeweils die Intervalle [n,n + 1] in R. Wir
erweitern nun zu S' v S! und hiingen die entsprechenden Schleifen an den
Uberlagerungsraum an. Dann ergibt sich folgendes Bild:
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Vorlesung 24: Fundamentalgruppen von CW-Komplexen

S’LOC gi

Beispiel 22.20 (Universelle Uberlagerung von S v S'). Wir betrachten nun
noch die universelle Uberlagerung von S* v S', die durch den folgenden Cayley-
Graphen von Fy gegeben ist. Man beachte, dass die 'Rekursion’ im Bild zwar
unendlich fortgesetzt wird, es sich allerdings dennoch nicht um die Teilraumto-
pologie handelt, die Punkte 'konvergieren’ nicht. Wir bilden nun die horizontalen
Segmente, die dem Erzeuger a entsprechen, auf den roten Kreis ab, die vertikalen
auf den blauen.

p
3
<
=
%

)

Bild v

n [Dbe]

Korollar 22.21. Jede Untergruppe einer freien Gruppe ist frei.

Beweis*. Wir kénnen die freie Gruppe durch einen Graphen mit entsprechend vielen
Schleifen darstellen. Untergruppen entsprechen nun aber Uberlagerungen. Solch eine
Uberlagerung ist aber wieder ein Graph und hat damit eine freie Fundamentalgruppe.
Also ist die Untergruppe frei! O

22 CW-KOMPLEXE 185



Vorlesung 24: Fundamentalgruppen von CW-Komplexen

Satz 22.22 (2-dimensionale Komplexe). Sei X ein wegzusammenhingender Raum.
Gegebn eine Familie von Abbildungen

{(pa: 0B? :Sl—>X}

ael

setze

Y =X U Hci

{pu} ol
Wihle nun xg € X, sg € 0B? und fiir alle & einen Weg
[0,1] — X
Wy 0 — o
1 — ¥a(50)
Dann ist wq, 0 9o (St) ow, ! eine Schleife an xy. Sei nun N < 71 (X) der Normal-

teiler erzeugt von
{wapa(SHw' | a e I}

Die inklusionsinduzierte Abbildung
m(X) = mi(Y)
ist nun surjektiv mit Kern N, d.h.

m(Y) = T(X)

Beispiel 22.23. Wihle X als den Einpunktraum und nur eine triviale Schleife.
Dann erhalten wir Y = S2%, weil wir B? entlang des Randes zu einem Punkt
verkleben. Der Satz sagt uns nun also:

m(s%) = (1)) = (1)

Beispiel 22.24. Wir bauen nun den Torus auf, indem wir eine Scheibe entfernen
und mittels des Satzes wieder ankleben, siehe hierzu Abbildung 42. Man iiberlegt
sich nun, dass die Relation, entlang derer wir ankleben, aba~1b~! ist, dann ergibt
sich als Quotient

m (T?) = 7r1(X)/<abcrllfl> =7

Wir wissen auch, dass wir den Torus als den Quotienten des Einheitsquadrates
schreiben konnen, das damit eine CW-Struktur aus zwei 1-Zellen und einer 2-
Zelle besitzt. Erneut stellen wir fest, dass wir die 2-Zelle entlang aba~'b~! an
das 1-Skelett geklebt haben, und wir erhalten wieder Z? als Fundamentalgruppe
des Torus.
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Vorlesung 24: Fundamentalgruppen von CW-Komplexen

D

Abbildung 42: Torus als S! v S' und angeklebter B2

Beispiel 22.25. Wir wissen, dass RP? als CW-Struktur aus einer Schleife her-
vorgeht, wenn wir die 2-Zelle entlang = — 22 ankleben. Also ergibt sich

T (RP?, 2) = (ala®) = Z/2Z

Korollar 22.26. Sei G eine Gruppe. Dann existiert ein CW-Komplex mit 71 (X) =~
G.

Beweis. Sei G = (E|R) eine Darstellung der Gruppe. Setze nun X% = {z} als das
0-Gertiist. Fiir jeden Erzeuger e € F kleben wir nun eine 1-Zelle an das 0-Geriist an,

wir erhalten also bereits
m(XYh= [] z=(E)
icll=F

Fiir jede Relation r € R der Form
r=mriro...7L
mit 7; € E klebe eine 2-Zelle ¢, an X! beziiglich der Abbildung

0B? — X!

907"" > TTr2...Tk

Nach Theorem 22.22 sind wir nun fertig. O

Satz 22.27 (Hohere Zellen zihlen nicht). Sei X wegzusammenhiingend, p: 0B* —
X stetig mit k > 3. Setze
Y= x| B
]

Dann ist die Inklusionsabbildung m (X) — 71(Y") ein Isomorphismus.
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Vorlesung 24: Fundamentalgruppen von CW-Komplexen

Korollar 22.28. Sei X ein wegzusammenhingender CW-Komplex und z € X°
ein Basispunkt. Dann ist

(X, 7) = m (X2, 2)

wobei wir mit X2 das 2-Geriist von X bezeichnen.

Beispiel 22.29. Wenn wir nun RP" betrachten wollen, so wissen wir, dass es
sich um die gleiche 2-Struktur handelt wie die von RP?, also wissen wir

71 (RP?) = 7 (RP?) = Z/27

Satz 22.30 (Borsuk-Ulam). Fiir jede stetige Abbildung f: S? — R? existiert
ein x € $? mit f(z) = f(—x).

Beispiel 22.31. Betrachte z.B. die Funktion, die einem Punkt auf der Erdober-
flache seine Temperatur und seinen Luftdruck zuordnet. Dann sagt uns Borsuk-
Ulam, dass es zwei Antipoden auf der Erde gibt, die den gleichen Luftdruck und
die gleiche Temperatur besitzen.

Beweis. Angenommen, f(z) # f(—=) fiir alle x € S2. Dann ist

52 N Sl
90 4 . I@-fa)
1f ()= f(==)ll

wohldefiniert. Wir erhalten nun

I CORS (N ([ R,
1)~ f@I ~ @)~ fa)l

also faktorisiert g und wir erhalten ein g, sodass

g(—x)

5% —2 5!

Lk

RP? —— RP!
Sei nun w ein Weg von zg € S? zu —x¢. Dann ist [p(w)] € 71 (RP?, p(z0)) = Z/2 ein

Erzeuger; die Klasse ist nicht trivial, weil ihre Hebung w keine Schleife ist. Es ist g(w)
ein Weg von g(x¢) nach g(—z0) = —g(x¢). Also ist in w1 (RPL, p(g(z0)) wieder

0 # [p(g(w))] = [g(p(w))] = Gu[p(w)] = 0
Denn jede Abbildung Z/2 =~ 71 (RP?) — 71 (RP!) = Z ist trivial. é . O
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Vorlesung 24: Fundamentalgruppen von CW-Komplexen

Korollar 22.32. S2 ist kein Teilraum von R2.

Bemerkung 22.33. Das ganze gilt auch fiir Abbildungen S™ — R” fiir jedes
n = 1.

Fiir n = 1 konstruieren wir wie oben g: S' — 5% und dann g(z) = —g(z) #
g(z), aber S! ist zusammenhingend und S° ist diskret. Also ist jede stetige
Abbildung S' — S° konstant.

Den Fall n > 2 werden wir in der Topologie I (oder vielleicht auch Topologie IT)
sehen.

23 Ausblick

Wir haben bereits den Funktior 7m; kennegelernt, der uns

Z n=1
771(3"):{0 n+1

liefert. Aulerdem wissen wir bereits, dass die S™ beispielsweise als Bausteine von
CW-Komplexen von fundamentaler Bedeutung sind.

Ziel. Wir wollen fiir jedes k € N einen Funktor Fj mit

|
—
S N
3z
2
- 3

konstruieren.

Warnung. Man kiime in Versuchung, F}, = mj zu setzen, das funktioniert aber nicht,
denn es ist z.B. 73(S?) # 0.

Es sei angemerkt, dass m trotzdem interessant, allerdings sehr schwer zu berechnen.
Stattdessen betrachten wir Homologie, notiert H,, diese ist

e schwieriger zu definieren

e relativ leicht zu berechnen, insbesondere fiir CW-Komplexe

e immer abelsch
Dual dazu gibt es die sogenannte Kohomologie, notiert H*.

e Diese hat noch mehr Struktur, z.B. eine Ringstruktur.

e Damit konnen wir z.B. den Fall n > 2 von Borsuk-Ulam zeigen.

In Topologie I werden wir nun H, und H*® einfithren und wichtige Sétze iiber sie
beweisen.

In der Topologie IT werden wir die Homologie von Mannigfaltigkeiten, insbesondere die
Poincare-Dualitdt, untersuchen. Ebenfalls werden wir den Zusammenhang zwischen
mund H,, untersuchen.
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Teil 11T

Anhang

A  Ubungsblitter

1. Ubungsblatt

Aufgabe 1.1. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und x € X ein Punkt. Dann
ist die Abbildung

dy: X - R
y — d(x,y)

stetig.

Aufgabe 1.2. Wir betrachten die Menge N mit der euklidischen Metrik d;,
d.h. di(n,m) := |n — m|, der diskreten Metrik dy und der Metrik d3 gegeben
durch ds(n,m) := |+ — L],

i) Die Metriken di,ds und dsz sind paarweise nicht dquivalent.

ii) Die Metriken dj,ds und ds induzieren dieselbe Topologie auf Nsg.

Aufgabe 1.3. Auf N betrachten wir die Menge von Teilmengen Ok, cpnq fiir die
gilt: U € Ogp—enai genau dann wenn U leer oder N\U endlich ist.

1) Oko—enar ist eine Topologie auf N (die ko-endliche Topologie).
ii) Es seien Uy, Uz € Ogp—enar nicht leer. Dann ist auch Uy n Uy nicht leer.

iii) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist jede stetige Abbildung f: (N, Ogo—endi) —
(X, d) konstant.

iv) (N, Oko—enar) ist nicht metrisierbar.

Aufgabe 1.4. Es sei Y = {a, b}, mit der Topologie T = {J, {a},Y}. Zudem sei
X ein topologischer Raum.

i) Eine Abbildung f: X — Y ist stetig genau dann, wenn f~!(a) € X offen
ist.

ii) Die Zuordnung

{stetige Abbildungen X — Y} — {offene Teilmengen in X}
fe )
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ist bijektiv.

2. Ubungsblatt

Aufgabe 2.1. Sei p: X — Y eine stetige Abbildung. Ein Schnitt von p ist eine
stetige Abbildung s: Y — X mit po s = idy.

i) Besitzt p einen Schnitt, so ist p surjektiv ist und die Topologie auf Y ist
die Quotiententopologie beziiglich der Abbildung p.

ii) Gib zwei verschiedene Schnitte fiir die Abbildung R? — R, (z,y) — x +y
an.

Aufgabe 2.2. Es sei X ein topologischer Raum und {X,};c; eine Familie von
Teilmengen von X mit X = ( J,.; X;. Sei

iel
i) X; offen fiir alle i € I oder
ii) X, abgeschlossen fiir alle ¢ € I und I endlich.

Sei f: X — Y eine Abbildung. Dann sind folgenden Aussagen dquivalent:
a) Die Abbildung f ist stetig.

b) Jede der eingeschriinkten Abbildungen f|x,: X; — Y mit ¢ € I ist stetig.

Aufgabe 2.3. Jeder metrisierbare topologische Raum ist normal.

Aufgabe 2.4. Es sei X ein topologischer Raum und A, B € X kompakte Un-
terrdume (d.h. kompakt als topologische Rdume mit der Unterraumtopologie).

i) Die Vereinigung A U B € X ist ein kompakter Unterraum.
ii) Wenn X Hausdorffsch ist, dann ist auch A n B kompakt.

iii) Die Teilraumtopologie auf R als Teilraum der Gerade mit zwei Urspriingen
ist die euklidische Topologie. Also ist das Intervall [—1,1] als Teilmenge
der Geraden mit zwei Urspriingen kompakt.

iv) Geben Sie ein Beispiel fiir X, A und B an, sodass A und B kompakt sind,
aber A N B nicht.

3. Ubungsblatt

Aufgabe 3.1. Es sei X ein normaler topologischer Raum und A € X ein Un-
terraum.

i) Ist A abgeschlossen, so ist A normal.

ii) Gib ein Beispiel fiir X und A, so dass A nicht normal ist.
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Hinweis: Fiir diese Teilaufgabe heifit normal nur folgendes: Fiir disjunkte
abgeschlossene Teilmengen Bi, By gibt es disjunkte offene Umgebungen.
D.h. es geniigt ein Beispiel in dem X nicht notwendig Hausdorffsch ist.
Beispiele mit X Hausdorffsch gibt es auch, sind aber deutlich schwieriger
zu finden.

iii) Es sei f: X — Y eine stetige, surjektive und abgeschlossene Abbildung.
Dann ist auch Y normal.

Hinweis: Schritte im Beweis von iii), die genau analog sind zu solchen im Beweis
von Satz 5.11, miissen nicht neu bewiesen werden. Ein Verweis geniigt.

Aufgabe 3.2. i) Essei X eine Menge und S eine Menge von Teilmengen von

X. Sei _
T(S) := {U () Sik| SikeS.ni=> o} .

i€l k=1

Hinweis: X st als leerer Schnitt (d.h. n; = 0 fir ein i € 1) in T(S)
enthalten.

a) T(S) ist eine Topologie auf X.
b) Ist O eine Topologie auf X mit S € O fiir alle S € S, so gilt T(S) < O.

ii) Es sei X ein metrischer Raum, ¢t > 0. Welche der folgenden Mengen von
Teilmengen von X bilden eine Basis der induzierten Topologie auf X?

a) Uy :={U(z,e) |z e X,e <t}
b) U] :={U(z,e) | z € X, e > t}.
o) U":={U(z,L) | ze X,neNo}.

Aufgabe 3.3. Zeige, dass S := {(—®©,a) | a € R}u{(a,©) | a € R} eine Subbasis
der euklidischen Topologie auf R ist. Benutze diese um nochmal zu zeigen, dass
das Einheitsintervall [0, 1] kompakt ist.

Aufgabe 3.4. Fiir eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen
bezeichne
L(f)={(z,f(z)) |re X} € X xV

den Graph von f, versehen mit der Unterraumtopologie der Produkttopologie
auf X x Y.

i) Die Abbildung
pxlrgy: T(f) = X5 (z,y) — o

ist eine stetige Bijektion.

ii) px|p(y) ist genau dann offen (also ein Homdomorphismus), wenn f stetig
ist.
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4. Ubungsblatt

Aufgabe 4.1. Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen
Réumen und U € X ein Unterraum.

i) BEs gilt f(U) < f(U).

ii) Sei U dicht in X, Y Hausdorffsch und ¢g: X — Y eine weitere stetige
Abbildung mit g|ly = f|y, d.h. g(u) = f(u) fiir alle w € U. Dann gilt
bereits g = f.

Aufgabe 4.2 (15 Punkte). Fiir n € N sei
3" —1

2
Co:=|J I3 2R
i=0

Dann ist C,, mit der Teilraumtopologie abgeschlossen. Sei C' := (1), .y Cn. Als
Schnitt abgeschlossener Mengen ist C' € R abgeschlossen. Da C' auch beschrankt
ist, ist C kompakt. C' heift Cantor Menge. Weiterhin lisst sich jedes = € [0,1]

in triadischer Darstellung schreiben, d.h. als z = 221 g mit a; € {0,1,2}.

i) C besteht gerade aus den Punkten von [0, 1] fiir die eine triadische Dar-
stellung mit a; € {0, 2} existiert.

ii) Fir alle Punkte in C' ist die triadische Darstellung mit a; € {0, 2} eindeutig.
ili) C ist homdomorph zu H?O:I{O, 2}.

iv) C ist homéomorph zu C x C.

Aufgabe 4.3 (Ein-Punkt-Kompaktifizierung, (15 Punkte)). Wir zeigen in dieser
Aufgabe, dass man jeden lokal-kompakten Hausdorff-Raum durch Hinzufiigen
eines Punktes in einen kompakten Raum einbetten kann.

Es sei X ein topologischer Raum. X heifit lokal-kompakt, wenn es fiir jeden Punkt
z € X und jede Umgebung U von z eine kompakte Umgebung K < U von x
gibt, die in U enthalten ist.

Es sei nun X ein lokal-kompakter Hausdorffraum. Dann definieren wir die Fin-
Punkt-Kompaktifizierung von X als Xt = X U {c0}, und nennen eine Teilmenge
U < X offen genau dann, wenn entweder U < X eine offene Teilmenge von X
ist oder wenn o0 € U ist und X T\U < X kompakt ist mit der Unterraumtopologie
von X.

i) Dies definiert eine Topologie auf X *, mit der die Inklusion X — X stetig
und offen ist.

ii) Xt ist kompakt und Hausdorffsch.

iii) Fir die Menge N.g der natiirlichen Zahlen (ohne 0) mit der diskreten
Topologie ist die Ein-Punkt-Kompaktifizierung N¥; hom&omorph zu {% |
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n e Ny} u {0} € R ist.

iv) Sei s: Y — X ein Schnitt einer beliebigen stetigen Abbildung f: X — Y,
dann ist s(Y") abgeschlossen.

v) X ist offen in B(X).

5. Ubungsblatt

Aufgabe 5.1 (Zusammenhingend # Wegzusammenhéingend). Es gilt laut Vor-
lesung, dass jeder wegzusammenhéngende topologische Raum auch zusammenhéngend
ist. In dieser Aufgabe zeigen wir, dass die Umkehrung nicht gilt.

Der Raum S sei definiert als folgender Unterraum des R?:
S={ acsin1 6R2|m>0}u{0}><[—11].
) T )

(Mjt anderen Worten: S ist der Abschluss, in R?, des Graphen der Funktion x — Sin%
fir z > 0.)

Zeige:
i) Der Raum S ist zusammenhéngend.

ii) Der Raum S ist nicht wegzusammenhéngend.

“' ] ] ] ] ] ] ] ] ]

l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

-1

Abbildung 43: Sinuskurve des Topologen

Aufgabe 5.2. Es seien X und Y zusammenhéngende Rédume. Zeige:
i) Dann ist auch X x Y zusammenhéngend.

ii) Wenn X und Y beide mehr als ein Element besitzen, dann ist auch X x
Y\{(z,y)} fir ein festes (z,y) € X x Y zusammenhéngend.

iii) Es gibt keinen topologischen Raum X, sodass R hom&omorph zu X x X
ist.

Aufgabe 5.3. Es sei X ein topologischer Raum. Eine Folge (z;)i>1, x; € X
konvergiert gegen x € X, wenn fiir jede Umgebung U von z alle bis auf endlich
viele z; in U enthalten sind. Dann heifit = Limes oder Grenzwert der Folge.

i) Sei X Haussdorffsch. Dann ist x eindeutig.
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ii) Gib ein Beispiel einer Folge in einem topologischen Raum mit zwei unter-
schiedlichen Grenzwerte.

ili) Sei f: X — Y, and (x;);>1 eine konvergente Folge in X. Beweise oder
widerlege: (f(z;))i=1 konvergiert gegen f(y).

iv) Sei (s;)i>1 eine Folge stetiger Funktionen s;: X — Y und Y ein metrischer
Raum. (s;);>1 konvergiere gleichmiflig gegen eine Funktion s: X — Y,
d.h. fiir jedes € > 0 existiert eine N € N so dass fiir alle x € X, n > N gilt
d(s;(z),s(x)) < e. Zeige, dass s stetig ist.

Aufgabe 5.4. Es sei X ein topologischer Raum. Wir sagen, dass X folgenkom-
pakt ist, wenn jede Folge (2;);eny in X eine konvergente Teilfolge hat.

1) Zeige, dass ein kompakter metrischer Raum X folgenkompakt ist.
ii) Beweise das Lebesgue-Lemma:

Es sei X ein folgenkompakter metrischer Raum und (U;)e; eine offene
Uberdeckung von X. Dann gibt es ein € > 0 sodass fiir jede Teilmenge A
mit Durchmesser D < ¢ ein ¢ € [ existiert, sodass A < U; gilt.

(Der Durchmesser eines metrischen Raumes A ist sup{d(x,y) | z,y € A}.)

iii) Zeige, dass ein folgenkompakter metrischer Raum X kompakt ist.

6. Ubungsblatt

Aufgabe 6.1 (Der Erweitreungssatz von Tietze v.2). Sei X ein normaler Raum,
A € X abgeschlossen.

(i) Jede stetige Funktion f: A — [a,b] mit a < b ldsst sich fortsetzen zu einer
stetigen Funktion f: X — [a,b].

(if) Nach (i) ldsst sich jede stetige Funktion f: A — (—1, 1) fortsetzen zu einer
stetigen Funktion s: X — [—1,1]. Setze D := s71(—1) u s71(1). Zeige,
dass es eine stetige Funktion ¢: X — [0,1] gibt mit (D) = {0} und
p(A) = {1}.

(iii) Sei h: X — (—1,1) die Abbildung h(z) = @(z) - s(z). Zeige, dass h
tatséchlich Bild in (—1,1) hat und dass h f fortsetzt.

(iv) Jede stetige Funktion f: A — R ldsst sich fortsetzen zu einer stetigen
Funktion f: X — R.

Hinweis: R = (—1,1).

Aufgabe 6.2. (i) Sei X :=[].2,[0,1]. Definiere D: X x X — R durch

neN}.

TnyYn
-D((xn)neNa (yn)neN) = Sup {|ny|
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D ist eine Metrik auf X und induziert die Produkttopologie auf X.

(ii) Ein kompakter Hausdorff-Raum ist metrisierbar genau dann, wenn er eine
abzéhlbare Basis besitzt.

(Erinnerung: Kompakte Hausdorfl-Réume sind normal.)

Aufgabe 6.3. (i) Sei X := H[OJ]{O,l}. Zeige, dass X kompakt, aber nicht
folgenkompakt ist.

ai(x)

Hinweis: Betrachte die Folge (a;);>1 so dass @ = Y.~ |

(ii) Gegeben sei eine total geordnete Menge (X, <). Fiir Punkte a,b € X U
{£0} definiere das Intervall (a,b) := {x € X | a < = < b}. Solche Intervalle
bilden eine Basis einer Topologie auf X, die Ordnungstopologie. Fiir zwei
total geordnete Mengen (X, <) und (Y, <) ist die lexikographische Ordnung
auf X x Y definiert als: (y1,21) < (y2, 22) genau dann, wenn y; < ys, oder
y1 =y und 21 < 25.

Sei wy die kleinste iiberabzdhlbare Ordinalzahl. Der abgeschlossene lange
Strahl L wird definiert als das kartesische Produkt wy x [0,1), ausgestat-
tet mit der Ordnungstopologie von der lexikographischen Ordnung. (Zum
Beispiel ist R = N x [0, 1).) Beweise:

(a) Jede monoton steigende Folge in L konvergiert.

(b) Jede Folge in L hat eine monotone Teilfolge.

(¢) L ist folgenkompakt.

(d) L ist nicht kompakt.

(Hinweis: Benutze ohne Beweis, dass jede steigende Folge von Ordinalzah-
len konvergiert und dass wy nicht der Limes einer Folge von abzdhlbaren
Ordinalzahlen ist.)

Aufgabe 6.4. Sei C eine Kategorie und X € ob(C). Die Kategorie C/X der Ob-
jekte iiber X ist die Kategorie mit Objekten ob(C/X) := {(Y, f) | Y € ob(C), f €
Mor¢ (Y, X)} und More,x ((Y, f),(Z,g)) = {h € Morc(Y, Z) | f = goh}, d.h. sol-
che Abbildungen, die mit f und g kommutieren. Analog ist die Kategorie X /C der
Objekte unter X die Kategorie mit Objekten ob(X/C) := {(Y, f) | Y € ob(C), f €
MorC(va)} und MOTX/C((Ya f)?(Zag)) = {h € MorC(K Z) | hof = g}v d.h.
wieder solche Abbildungen, die mit f und g kommutieren.

(i) Zeige, dass C/X und X /C mit der offensichtlichen Verkniipfung von Mor-
phismen tatséchlich Kategorien sind.

(ii) Sei * € Top ein Einpunktraum. Zeige Top /* is isomorph zu Top und
#/ Top ist isomorph zu Top,,, wobei Top, die Kategorie der punktierten
topologischen Raume ist.

Bemerkung: Im Englischen heiflen C/X und X /C overcategory bzw. undercate-
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gory. Im Deutschen ist aber zumindest Unterkategorie missverstandlich.

7. Ubungsblatt
Aufgabe 7.1. Sei C eine Kategorie.

(i) Terminale Objekte in C sind eindeutig bis auf einen eindeutigen Isomor-
phismus.

(i) Sei I eine kleine Kategorie und X: I — C ein Funktor. Sind (L, s;) und
(L', s}) Limiten von X, so gibt es einen eindeutigen Isomorphismus f: L —
L’ mit s} o f = s; fiir alle i € ob([).

Hinweis: Die analoge Aussage gilt fiir initiale Objekte und Kolimiten.

Aufgabe 7.2. Fiir X € ob(Top) sei mo(X) € ob(Set) die Menge der Wege-
komponenten von X, d.h. die Menge der maximalen wegzusammenhéngenden
Teilrdume.

(i) Definiere my auf Morphismen derart, dass mo: Top — Set ein Funktor ist.

(ii) Gib eine natiirliche Transformation vom Vergissfunktor F': Top — Set
nach my an.

Aufgabe 7.3. Ein Funktor F: C — D ist genau dann eine Aquivalenz, wenn

i) F ist essenziell surjektiv, d.h. fiir alle X € ob(D) exisitiert ein Y € ob(C),
so dass F(Y) und X isomorph sind, und

ii) Fist volltreu, d.h. fiir alle X, Y € ob(C) ist F': Mor¢(X,Y) — Morp(F(X), F(Y))
eine Bijektion.

Hinweis: Zur Konstruktion des Inversen wihle fiir jedes X ein Y und einen
Isomorphismus f: F(Y) — X.

Aufgabe 7.4. Sei I eine kleine Kategorie und X : I — Top ein Funktor.

1 er haum ((x;)ier € : i T;) =4 € Mory(7, 7); zZusammen mit

i) Der R. wer Xi | h i Vhe M iy J i
den von den Projektionen induzierten Abbildungen ist ein Limes von X.
Also ist Top wvollstindig, d.h. alle Limiten in Top existieren.

(ii) Der Raum [ [, ; X;/ ~ mit der Aquivalenzrelation erzeugt von h(z;) ~ z;
fiir alle h € Mory(i, j) zusammen mit den von den Inklusionen induzierten
Abbildungen ist ein Kolimes von X. Also ist Top kovollstindig, d.h. alle
Kolimiten in Top existieren.

8. Ubungsblatt
Erinnerung: Ab jetzt sind alle Abbildungen stetig.
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Aufgabe 8.1. i) Die Homotopiekategorie hTop ist tatséichlich eine Katego-
rie, d.h. Komposition von Homotopieklassen von Abbildungen ist wohlde-
finiert.

ii) Die Isomorphismen in hTop sind gerade die Homotopiedquivalenzen, d.h.
fir f: X - Y ist [f] € Morhrop(X,Y) genau dann ein Isomorphismus,
falls g: Y — X existiert mit go f ~idxy und fog ~ idy.

Aufgabe 8.2. Es seien (X, z) und (Y,y) zwei punktierte topologische Riume.
Zeige, dass es einen kanonischen Isomorphismus

T (X x Y, (2,y)) = m(X,z) x 11(Y,y)

gibt.

Aufgabe 8.3. Sei X ein topologischer Raum.

i) Der Kegel CX := (X x [0,1])/(X x {1}) ist zusammenziehbar, d.h. homo-
topiedquivalent zum Einpunktraum.

ii) Eine Abbildung f: X — Y ist homotop zu einer konstanten Abbildung
genau dann, wenn F': CX — Y existiert mit f(—) = F(—,0).

iii) C'S™ ist homdomorph zu D!, insbesondere ist eine Abbildung f: S™ —
X genau dann homotop zu einer konstanten Abbildung, wenn f sich auf
D™ fortsetzen lisst.

Aufgabe 8.4.In der Vorlesung wurde gezeigt, dass punktierte Abbildungen
f:+(X,2) - (Y,y) Gruppenhomomorphismen fy: m(X,2) — m(Y,y) induzie-
ren.

i) Wenn zwei punktierte Abbildungen f,g: (X, z) — (Y,y) punktiert homo-
top sind, dann stimmen die induzierten Abbildungen f, und g, iiberein.

ii) Fiir punktiert homotopieiquivalente Rdume (X, z) und (Y,y), d.h. es gibt
punktierte Abbildungen in beide Richtungen, deren Kompositionen punk-
tiert homotop zu den Identitéiten sind, sind die Fundamentalgruppen my (X, x)
und 71 (Y, y) isomorph.

iii) 7 (R",0) = 0.

9. Ubungsblatt

Aufgabe 9.1. i) Esseienp: E — X und p': E' — X’ Uberlagerungen. Dann
ist auch die Produkt-Abbildung

pxp:ExE - X xX
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eine Uberlagerung. Wie hiingt die Blitterzahl der Produkt-Uberlagerung
von den urspriinglichen Blétterzahlen ab?

ii) Es seien f: Y — X und p: F — X stetige Abbildungen. Erinnerung: Das
Faserprodukt Y x x E ist der Unterraum

Y xx E={(y,e)eY x E| f(y) = p(e)},

mit der Teilraumtopolgie der Podukttopologie auf ¥ x E zusammen mit
den Projektionen auf Y und E.

Zeige, dass
Yxx E—=Y, (y,e)—>y

eine Uberlagerung ist, falls die Abbildung p: E — X eine Uberlagerung
ist. Wie hiangt die Blétterzahl dieser zuriickgezogenen Uberlagerung von
der Blédtterzahl von p ab?

ili) Es sei nun U — X die Inklusion eines Unterraums und p: E — X eine
Uberlagerung. Dann ist die Uberlagerung U x x E — U aus ii) homéomorph
zap 1 (U) - U, dh.

Uxx E—=— pY(U)

N

Aufgabe 9.2. Es seien X,Y und Z topologische Rdume und ¢: X — Y und
p: Y — Z stetige Abbildungen.

i) Wenn p und ¢ Uberlagerlgngen sind und zudem p endliche Blétterzahl hat,
dann ist auch p o g eine Uberlagerung.

ii) Ist Z lokal wegzusammenhéngend, ¢ surjektiv und sind p und pog Uberlagerungen,
dann ist auch g eine Uberlagerung.

Aufgabe 9.3. Berechne 71 (RP", z() fiir alle n > 1 und einen beliebigen Basis-
punkt zg.

Aufgabe 9.4. Zeige, dass 7 (S* v S, 1) nicht abelsch ist. Da S* v St wegzu-
sammenhéngend ist, hingt die Aussage nicht von der Wahl von x( ab.

10. Ubungsblatt

Aufgabe 10.1. Wir bezeichnen mit S(X) die Menge der freien Homotopieklas-
sen von Schleifen in einem Raum X, also Homotopieklassen stetiger Abbildungen
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f: 8! — X, wobei Basispunkte keine Rolle spielen.

i) Fiir jeden Basispunkt x € X induziert das , Vergessen des Basispunktes*
eine wohldefinierte Abbildung

mn(X,z) — S(X).

ii) Die Vergiss-Abbildung ist genau dann surjektiv, wenn X wegzusammenhéngend
ist.

iii) Zwei Elemente aus 71 (X, z) haben genau dann dasselbe Bild unter der
Vergiss-Abbildung, wenn sie in der Gruppe (X, x) konjugiert sind. Das
heift, dass w, w’ € 71(X,z) genau dann dasselbe Bild in S(X) haben,

wenn ein vy € 71 (X, x) existiert, sodass w = v # w’ 471,

iv) Folgere, dass die Vergiss-Abbildung
(S 1) — S(Sh)

fiir X = S' eine Bijektion ist.

Aufgabe 10.2 (Brouwer’scher Fixpunkt-Satz). Jede stetige Selbstabbildung f: D? —
D? der Kreisscheibe D? hat einen Fixpunkt.

Hinweise:

i) Zeige, dass der Kreis S! nicht Retrakt der Kreisscheibe D? ist, dass al-
so keine stetige Abbildung r: D? — S existiert, sodass r|s1 = idg: die
Identitit auf S* ist.

ii) Angenommen es giibe eine stetige Abbildung f: D? — D? ohne Fixpunkt.
Konstruiere aus diesem f eine neue Abbildung g: D? — S wie folgt:
g bildet einen Punkt z € D? auf denjenigen Kreispunkt ab, der auf der
Geraden durch z und f(z) auf der Seite von x liegt. Zeige, dass dieses g
eine wohldefinierte und stetige Abbildung ist.

Bemerkung Der Brouwer’sche Fixpunktsatz gilt auch fiir Selbstabbildungen
von D™. Man kann denselben Beweis verwenden, sobald man eine angemessene
Verallgemeinerung der Fundamentalgruppe auf hohere Dimensionen hat. Mit
zwei solchen Invarianten, Homologie- und Homotopiegruppen, werden sich die
néchsten Topologiekurse beschéftigen.

Aufgabe 10.3. Klassifiziere bis auf Isomorphie alle Uberlagerungen p: E —
S'v D', deren Totalraum E kompakt und wegzusammenhéngend ist. Dabei soll
jeweils ein explizites Model konstruiert werden.

Aufgabe 10.4. Es sei G eine topologische Gruppe (z.B. eine Lie-Gruppe), das
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heift eine Gruppe (G, -, €) mit einer Topologie auf der unterliegenden Menge von
G, sodass die Multiplikation

2 GExGE—->GE
und die Bildung von Inversen
()G -G
stetig sind. Zeige, dass 71 (G, e) eine abelsche Gruppe ist.

Hinweis: Zeige folgendes Resultat, welches als Eckmann-Hilton Argument be-
kannt ist:

Es sei G eine Menge mit zwei Verkniipfungen - und * und Elementen e und €/,
sodass sowohl (G, -, e) als auch (G, *,¢’) Gruppen sind. Es gelte zudem fiir alle
a, b, ¢, d e G die Austauschrelation

(a-b)*(c-d)=(axc)- (b=d).

Zeige, dass dann e = ¢ gilt, die Multiplikationen - und = iibereinstimmen und
die Gruppe G mit dieser Multiplikation abelsch ist.

11. Ubungsblatt

Aufgabe 11.1. Es sei G eine Gruppe und E ein G-Raum, d.h. E ist eine rechts
G-Menge, so dass die Abbildung c,: E — E, e — eg stetig ist fiir alle g € G.
Die G-Wirkung heif3t frei und eigentlich diskontinuierlich falls jeder Punkt e €
eine Umgebung U besitzt, so dass fiir alle g € G\\{l} gilt, dass U nUg = J. Wir
bezeichnen mit E/G den Quotientenraum von E nach der Aquivalenzrelation
e ~ eg fiir alle ee F und g € G.

i) Fiir jede freie und eigentlich diskontinuierliche Wirkung einer Gruppe G
auf einem Raum FE ist die Quotientenraumprojektion

E — E/G

eine Uberlagerung.

ii) Sei E ein einfach-zusammenhiingender Raum, auf dem eine Gruppe G frei
und eigentlich diskontinuierlich wirkt. Fiir e € E ist die Fundamentalgrup-
pe m(E/G,e) isomorph zu G.

iii) Die Wirkung von Z x Z auf R? aus der Vorlesung ist frei und eigentlich
diskontinuierlich.

Aufgabe 11.2. Es bezeichne K = [0,1] x [0,1]/((z,0) ~ (z,1) und (0,y) ~
(1,1—y)) die Kleinsche Flasche und T' = [0, 1] x [ 1]/(( ) (z,1) und (0,y) ~
(1,y)) den Torus. Da T =~ S! x St gilt 7 (T, xo) > fiir jeden Basispunkt
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IQET.

b b

Es seien n,m > 0 zwei ganze Zahlen. Wir betrachten die Teilmenge
nZ x mZ = {(nk,ml) | k,l e Z} CZ x Z.
i) nZ x mZ ist eine Untergruppe von Z x Z. Diese ist fiir m gerade isomorph
zu Z x 7Z und fiir m ungerade isomorph zu Z x Z.

ii) Konstruiere (notwendigerweise (n-m)-blittrige) zusammenhingende Uberlagerungen
Dnm: 1T — K fiir m gerade und p,, n,: K — K fiir m ungerade, sodass die
charakteristische Untergruppe in 71 (K, *) = Z % Z genau nZ x mZ ist.

Bemerkung: Nicht jede Untergruppe von Z x Z hat die Form nZ x mZ. Jedoch
hat jede endliche Uberlagerung der Kleinschen Flasche als Totalraum entweder
den Torus oder die Kleinsche Flasche selbst, d.h. alle Untergruppen von endli-
chem Index sind isomorph zu Z? oder Z x Z.

Aufgabe 11.3.Sei p: E — X eine Uberlagerung von zusammenhingenden
und lokal weg-zusammenhéngenden Raumen. Dann sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent.

i) Es gibt ein € X so dass die Decktransformationsgruppe A(p) transitiv
auf p~1(x) wirkt.

ii) Fiir alle x € X wirkt die Decktransformationsgruppe A(p) transitiv auf
-1
p(2).

iii) Es gibt ein e € E so dass die charakteristische Untergruppe py(m (E,¢€))
ein Normalteiler von 71 (X, p(e))) ist.

iv) Fiir alle e € F ist die charakteristische Untergruppe p.(m1(F,e)) ein Nor-
malteiler von 1 (X, p(e))).

v) Die von p induzierte Abbildung
E/A(p) — X

ist ein Homdomorphismus, wobei E/A(p) den Quotientenraum von E nach
der Wirkung der Decktransformationsgruppe bezeichnet.

Wenn diese dquivalenten Bedingungen erfiillt sind, heiBt die Uberlagerung nor-
mal (oder auch regulir).

Aufgabe 11.4. Die orientierbare Flache vom Geschlecht 2 ist folgender Quotient
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des Oktogons. Berechne die Fundamentalgruppe mit Hilfe des Satzes von Seifert—
van Kampen.
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